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Tài liệu giảng dạy môn Đại số tuyến tính 3 

Chƣơng 1 

  MA TRẬN VÀ HỆ PHƢƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH 

 

 Mục tiêu học tập: Sau khi học xong chương này, người học có thể: 

 - Tính các phép toán trên ma trận  

 - Ứng dụng ma trận giải hệ phương trình tuyến tính 

 

1.1. MỘT SỐ KHÁI NIỆM VỀ MA TRẬN: 

   1.1.1. Định nghĩa: 

 Một ma trận A loại mxn trong trường K là một bảng chữ nhật gồm mxn phần tử trong K 

được viết thành m dòng và n cột như sau: 

        A = 
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trong đó aij  K là phần tử ở vị trí dòng thứ i và cột thứ j của A 

- Ma trận A có thể viết gọn là A = (aij) 

- Ký hiệu  mxnM K  là tập hợp tất cả các ma trận loại mxn trên K 

- Một ma trận trên K thường được ký hiệu bởi những chữ in hoa (ví dụ: A, B, C,....) 

- Ký hiệu  mxnA M K  cho biết A là một ma trận loại mxn trên K                       

- Ký hiệu [A]ij (hoặc aij) được hiểu là phần tử nằm ở vị trí (i, j) của A 

Ví dụ:  

 A = 








573

421
  thì   11 1a   , 22 7a  ,    23 5a  ,   .... 

- Nếu m = n thì ta nói A là một ma trận vuông cấp n trên K. Tập hợp tất cả các ma trận 

vuông cấp n trên trường K ký hiệu  nM K . 

Ví dụ:  

 A = 
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Tài liệu giảng dạy môn Đại số tuyến tính 4 

+ Các phần tử trên đường chéo chính 2, -1, i 

+ Các phần tử trên đường chéo phụ  2, -1, 4 

     1.1.2. Định nghĩa: 

Ta nói  mxnM K  là ma trận không (hay ma trận zero), ký hiệu A = mxnO  (hay đôi khi là 

0 nếu không có sự nhầm lẫn), nếu ija =0 ,   i,j 

Ví dụ:  

3×3O  = 
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000

 

1.2. CÁC PHÉP TOÁN TRÊN MA TRẬN: 

1.2.1. Định nghĩa: 

Cho  mxnA, B M K . Ta nói A=B nếu ij ija b ,   i,j 

Ví du: 

1 0

p q
A

 
  
 

 , 
2 4

0
B

n

 
  
 

  thì  A=B <=> p = 2, q = 4, 1 = n, 

1.2.2. Định nghĩa: 

 Cho  mxnA M K . Ta gọi  mxnB M K  là chuyển vị của A (ký hiệu B = A
T
), nếu 

ij , ,jib a i j    

Ví dụ: 

 A = 








765

321
 thì  A

T
 = 

















73

62

51

 

 Tính chất: 

(i) (A
T
)
T
 = A; 

(ii) A
T
 = B

T
 <=> A = B 

1.2.3. Định nghĩa: 

Cho A Mmxn(K) và c  K. Tích của c với A (ký hiệu cA) là một ma trận được định nghĩa 

bởi  ij mxn
cA ca .  



Tài liệu giảng dạy môn Đại số tuyến tính 5 

Nếu c = -1 thì ta ký hiệu (-1)A = - A và gọi là ma trận đối của A. 

Ví dụ: 

2 

















86

42

43

21
 

Tính chất: 

Cho A  Mmxn(K) và c, d  K. Khi đó: 

(i) (c.d).A = c.(d.A), suy ra (-c)A = c(-A); 

(ii) (c.A)
T
 = c.A

T
. 

1.2.4. Định nghĩa: 

Cho A, B  Mmxn(K). Tổng của A và B (ký hiệu: A + B) là một ma trận thuộc Mmxn(K) 

được định nghĩa bởi 

 ij ijA+B= a b ,  i, j. 

Ví dụ:  




























 14

52

31

21

25

31
 

 Tính chất: Cho A, B, C Mmxn(K) và c,d K. Khi đó 

(i) A + B = B + A; 

(ii) (A + B) + C = A + (B + C); 

(iii) 0 + A = A + 0 = A; 

(iv) A + (-A) = (-A) + A = 0; 

(v) (A + B)
T
 = A

T
 + B

T
; 

(vi) c(A + B) =cA +cB; 

(vii) (c + d)A = cA + dA 

1.2.5. Định nghĩa 

Cho A  Mmxn(K) và B  Mnxp(K). Tích của A và B (ký hiệu AB) là một ma trận C thuộc 

Mmxp(K) được định nghĩa bởi 

ij i1 1j i2 2j in njc =a b a b ...a b , 1,2...,m; j 1,2,...,pi      

Ví d: Cho  


























43

21
,

23

12

11

BA , ta có 



Tài liệu giảng dạy môn Đại số tuyến tính 6 

AB = 








































149

85

64

4.22.33.21.3

4.12.23.11.2

4.12.13.11.1

 

Chú ý:  

- Tích của hai ma trận chỉ thực hiện được khi số cột của ma trận thứ nhất bằng số dòng của 

ma trận thứ hai. 

- AB và BA cùng tồn tại khi A và B là hai ma trận vuông cùng cấp và AB  BA 

- AB = 0 có thể xảy ra A  0 và  B  0 

Ví dụ: 

                      A = 








00

01
, B = 









01

00
,       AB = 









00

00
 

 Tính chất:  

Cho A, A
’
  Mm x n(K) , B, B

’
   Mn x p (K), C   Mp x q(K) và c   K. Khi đó: 

(i) (AB)C = A(BC); 

(ii) A0nxp = 0mxp; 0rxmA = 0rxn; 

(iii) A(B   B’) = AB   AB’ ; (A  A
’
)B = AB   A

’
B; 

(iv) (AB)
T
 = A

T
B

T
; 

(v) c(AB) = A(cB) = (cA)B. 

1.3.  CÁC LOẠI MA TRẬN VUÔNG ĐẶC BIỆT 

1.3.1. Định nghĩa 

             Ta nói AMn(K) là ma trận đường chéo cấp n nếu  i ij 0,a i j   , (nghĩa là ma trận 

vuông có tất cả phần tử bên ngoài đường chéo chính đều bằng 0). 

Ví dụ:  

A = 
















300

020

001

 

1.3.2. Định nghĩa 

Một ma trận đường chéo cấp n trên K với tất cả các phần tử trên đường chéo đều bằng 

nhau được gọi là ma trận vô hướng cấp n trên K. Một ma trận vô hướng cấp n với phần tử 1 trên 

đường chéo chính được gọi là ma trận đơn vị cấp n trên K. 



Tài liệu giảng dạy môn Đại số tuyến tính 7 

 Ký hiệu: In ma trận đơn vị cấp n trên K có dạng. 

      In = 





















1...00

............

0...10

0...01

 = ( ij), i, j = n,1  

 Trong đó  ij là ký hiệu: 

        ij = 




,0

,1
 

1.3.3. Định nghĩa: 

 Ta nói BMn (K) là ma trận tam giác trên nếu ij 0,a i j     (nghĩa là ma trận vuông có 

mọi phần tử ở bên dưới đường chéo chính đều bằng 0). 

1.3.4. Định nghĩa: 

 Ta nói CMn (K) là ma trận tam giác dưới nếu ij 0,c i j    (nghĩa là ma trận vuông có 

các phần tử ở bên trên đường chéo chính đều bằng 0) 

1.3.5. Định nghĩa 

 Một ma trận tam giác trên hoặc tam giác dưới gọi chung là ma trận tam giác. 

1.3.6. Định nghĩa: 

 Ta nói AMn (K) là một ma trận phản đối xứng (hay phản xứng) nếu A
T
 = - A, nghĩa là 

ij jia a  ,  i,j. 

 Nhận xét: Tất cả các phần tử trên đường chéo chính của ma trận phản ứng đều bằng 0. 

Ví dụ: A = 
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1.4.  LŨY THỪA MA TRẬN: 

1.4.1. Định nghĩa: 

Cho AMn(K). Ta định nghĩa luỹ thừa của A một cách quy nạp như sau: 

A
0
 = In, A

1
 = A, A

2
 = A.A, ... , A

k + 1
 = A

k
.A,   k   N 

Ví dụ:  

A = 

















000

100

010

=> A
2
 = 

















000

000

100

  và A
3
= 

















000

000

000

 

nếu i = j 

nếu i  j 



Tài liệu giảng dạy môn Đại số tuyến tính 8 

Như vậy với A 0  nhưng A
3
=0 

Với AMn(K), có thể xảy ra trường hợp A 0 nhưng A
k
 = 0. 

Một ma trận A Mn(K) thoả điều kiện A
k
 = 0 với một k N nào đó được gọi là ma trận 

lũy linh. 

1.4.2. Tính chất: 

(i) (0n)
k
 = 0n,   k   N 

(ii) (In)
k
 = In,  k  N 

(iii) A
r + s

 = A
r
.A

s
, A  M

n
 (K),  r,s   N 

(iv) A
rs
 = (A

r
)
s
, A   Mn(K),  r, s   N 

1.5.  CÁC PHÉP BIẾN ĐỔI SƠ CẤP TRÊN DÕNG: 

1.5.1. Các phép biến đổi sơ cấp trên dòng 

(i) Biến dòng i thành c lần dòng i (c   K, c   0), ký hiệu  A  
 ii cdd

 A’ 

(ii) Biến dòng i thành dòng i cộng c lần dòng j (c   K, i   j),  

 ký hiệu A  
 jii cddd

 A’ 

(iii) Hoán vị dòng i và dòng j của A với nhau (i   j), ký hiệu A  
 ji dd

 A’ 

Ví dụ: 
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1.5.2. Định nghĩa: 

 Cho A, BMm x n(K). Ta nói A tương đương dòng với B (ký hiệu A∾B) nếu B có thể 

nhận được từ A qua một số hữu hạn phép biến đổi sơ cấp trên dòng. 

1.6.  HỆ PHƢƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH: 

1.6.1. Định nghĩa: 

 Một hệ phương trình tuyến tính trên K là một hệ thống gồm m phương trình bậc nhất (n 

ẩn) có dạng tổng quát như sau: 



Tài liệu giảng dạy môn Đại số tuyến tính 9 

 
2

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

.....

.....

...... ........ ..... ..... ... ....

.....

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   


   


 

      (*) 

 Trong đó aij K (gọi là các hệ số ) và các biK (gọi là các hệ số tự do) là các phần tử cho 

trước, các xj là các ẩn cần tìm (trong K). 

 Nếu (*) có b1 = b2 = ... = bm = 0 thì ta nói (*) là 1 hệ phương trình tuyến tính thuần nhất 

trên K. 

Ví dụ: Hệ phương trình  

 














32

4

12

321

321

321

xxx

xxx

xxx

    (1) 

là một hệ gồm 3 phương trình tuyến tính 3 ẩn trên  . 

 Ta nói (c1, ..., cn)  K
n
 là nghiệm của hệ (*) nếu khi ta thay x1 = c1, ..., xn = cn vào (*) thì 

tất cả các đẳng thức trong (*) đều thoả. 

Ví dụ: Hệ phương trình tuyến tính (1) có 1 nghiệm là (1, 2, 1) 

1.6.2. Định lý:  

 Đối với hệ phương trình tuyến tính (*) thì chỉ có một trong ba trường hợp nghiệm xảy ra 

là: hoặc có nghiệm duy nhất hoặc vô nghiệm hoặc vô số nghiệm. 

1.6.3. Hệ quả: 

 Hệ phương trình tuyến tính thuần nhất chỉ có nghiệm tầm thường hoặc có vô số nghiệm. 

1.6.4. Định nghĩa: 

 Cho hệ phương trình tuyến tính (*), đặt: 

 A = 
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,  X = 





















nx

x

x

...

2

1

,   B = 

1

2

...

m

b

b

b

 
 
 
 
 
 

 

 Ta gọi A là ma trận hệ số, X là cột các ẩn và B cột các hệ số tự do của hệ (*), khi đó 

(*) AX=B . 

Ký hiệu: 
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A
~

 = (A |B) = 
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1
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 Ma trận A
~

  được gọi là ma trận mở rộng của hệ (*) khi viết A
~

 = (A|B) gọi là sự ma trận 

hoá hệ (*)  

Ví dụ: 
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1.6.5. Định nghĩa: 

 Hai hệ phương trình tuyến tính (có cùng số ẩn) được gọi là tương đương nhau nếu có cùng 

tập hợp nghiệm. 

1.6.6. Định lý: 

 Cho hai hệ gồm m phương trình tuyến tính n ẩn trên K có dạng ma trận hoá lần lượt là 

A
~

=(A|B) và C
~

 =(C|D), khi đó, nếu A
~

 ∾C
~

 thì hai hệ trên tương đương nhau: 

Ví dụ: 
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Do đó hệ phương trình đã cho tương đương với 
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Vậy nghiệm của hệ là (x1, x2, x3) = (1, 2, 1) 

1.7. THUẬT TOÁN GAUSS VÀ GAUSS – JORDAN ĐỂ GIẢI HỆ PHƢƠNG TRÌNH 

TUYẾN TÍNH: 

d1 = d1 – 2d2 
 

 

d3 = d3 – d2 

d3 = d3 –d1 
 

               

d2 = d2 – d3 

d1 = d1 + 3d3 

d1 = 
7

1
 d1               

d2 = d2 – 3 d1 

d3 = d3 + 2d1 
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1.7.1. Thuật toán Gauss: 

 Cho hệ phương trình tuyến tính: AX=B 

Bước 1: Ma trận hoá hệ phương trình dưới dạng:  A
~

 = (A|B) 

 Đặt i:=1 và j:= 1 rồi chuyển sang bước 2 

Bước 2: nếu j > n hoặc i > m thì thuật toán kết thúc, ngược lại thì ta chuyển sang bước 3 

Bước 3: nếu aij = 0 thì ta chuyển sang bước 4. Ngược lại thì ta thực hiện lần lượt các phép biến 

đổi 

  dk = dk - i

ij

kj
d

a

a
 ,  k = 1,i m  

ta chuyển sang bước 5 

Bước 4: Nếu tồn tại ik   sao cho akj    0 thì ta thực hiện biến đổi dk   di rồi quay lại bước 3. 

Ngược lại thì ta thay j bởi j + 1 rồi quay lạ bước 2 

Bước 5: Thay i bởi i + 1 và j bởi j + 1 rồi quay lại bước 2. 

Vídụ: giải hệ phương trình 
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Suy ra (x1, x2, x3) = (2, -3, -1). 

1.7.2. Thuật tóan Gauss – Jordan: 

 Nếu ta thay bước 3 trong thuật toán Gauss bởi bước 3’ mạnh hơn thì thuật toán thu được 

gọi là thuật toán Gauss – Jordan. 

Bước 3’ Nếu aij = 0 thì ta chuyển sang bước 4. Ngược lại thì ta thực hiện lần lượt các phép biến 

đổi. 

 di = 
ija

1
di ;   dk = 

i

kj

k
d

a
d   ,  ik    

rồi chuyển sang bước 5. 

d2 = d2 – d1 
 

               

d3 = d3  - 3d1 

   

d3 = d3  - 4d2 



Tài liệu giảng dạy môn Đại số tuyến tính 12 

 Nếu ma trận thu được cuối cùng trong thuật toán Gauss – Jordan có dạng (A’|B’). Thì 

A’ được gọi là ma trận rút gọn theo dòng từng bậc của A (hay ma trận rút gọn), ký hiệu RA  

Ví dụ: 

 B = 




















111

412

721

    
















000

210

301

 = RB 

1.7.3. Định nghĩa:  

 Cho AMm x n(K) có ma trận rút gọn theo dòng từng bậc là RA, khi đó số dòng khác 0 của 

RA được gọi là hạng của A, kí hiệu r(A). 

Ví dụ:  

 RB = 
















000

210

301

=> r(B) = 2 

1.7.4. Mệnh đề: 

i) r(RA) =  r(A) 

ii) 0    r(A)   min {m,n} 

iii) r(A) = 0 <=> A = Om x n 

1.7.5. Định nghĩa: 

 Nếu ma trận trên K có các dòng khác 0 nằm bên trên các dòng 0, đồng thời trên 2 dòng 

khác 0 thì phân tử khác 0 đầu tiên của dòng dưới nằm bên phải phần tử khác 0 đầu tiên của dòng 

trên, thì ma trận đó được gọi là ma trận bậc thang trên K. 

1.7.6. Định nghĩa: 

 Ma trận bậc thang B được gọi là dạng bậc thang của A nếu B ∾ A. 

1.7.7. Mệnh đề: 

 Hạng của ma trận bậc thang bằng số dòng khác không của nó. 

1.7.8. Định lý: (Kronecker – Capelli) 

 Hệ phương trình tuyến tính AX=B có nghiệm nếu và chỉ nếu r(A) = r( A
~

)  

1.7.9. Định lý:  
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 Nếu A
~

 = (A|B) là dạng ma trận hóa của hệ phương trình tuyến tính AX=B thì r( A
~

)= r(A) 

hoặc r( A
~

)= r(A) + 1. Hơn nữa, 

(i) Nếu r( A
~

) = r(A) + 1 thì hệ vô nghiệm 

(ii) Nếu r( A
~

)=r(A)=n thì hệ có nghiệm duy nhất 

(iii) Nếu r( A
~

)=r(A)<n thì hệ có vô số nghiệm với bậc tự do n – r(A). 

1.8.  MA TRẬN KHẢ NGHỊCH 

1.8.1. Định nghĩa: 

 Một ma trận cấp n trên K nhận được từ In qua duy nhất một phép biến đổi sơ cấp trên dòng 

được gọi là một ma trận sơ cấp. 

Ví dụ: 

 I3 = 
















100

010

001

  
















100

010

002

 

1.8.2. Định nghĩa: 

 Cho AMm x n(K). Ta nói A khả nghich trái nếu tồn tại BMm x n(K) sao cho BA = In (khi 

đó B được gọi là nghịch đảo trái của A). A được gọi là khả  nghịch phải nếu tồn tại CMnxm(K) 

sao cho AC = Im (khi đó C được gọi là nghịch đảo phải của A). 

 Cho AMn(K) . Ta nói A khả nghịch nếu tồn tại BMn(K) sao cho AB = BA = In, khi đó 

B được gọi là ma trận nghịch đảo của A. 

1.8.3. Mệnh đề: 

Cho A, BMn(K), khi đó  

(i) Nếu A có một dòng (hay một cột) bằng 0 thì A không khả nghịch 

(ii) Ma trận nghịch đảo của A (nếu có) là duy nhất và được ký hiệu bởi A
-1

 

(iii) Nếu A khả nghịch thì A
-1 

; A
T
 ; cA (c  0) cùng khả nghịch và hơn nữa 

  ( A
-1

)
-1

 = A; (A
T
)
-1

 = ( A
-1

)
T
; (cA)

-1
 = 

c

1
A

-1
  

(iv) Nếu A và B cùng khả nghịch thì tích AB cũng khả nghịch và (AB)
-1

 = B
-1

A
-1

 

1.8.4. Định lý:  

 Cho AMn(K) và A khả nghịch (<=> A ∾ In) khi đó những phép biến đổi sơ cấp trên 

dòng nào biến A thành In thì cũng chính chúng (theo thứ tự đó) sẽ biến In thành A
-1
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 Hay nói cách khác, 

nếu 1 2
1 ... k

k nA A A I
 

     

thì  11 2
1 ... k

n kI B B A
       

 Như vậy để tìm A
-1

 ta thành lập ma trận mở rộng (A|In) và dùng các phép biến đổi sơ cấp 

trên dòng thích hợp để đưa A về In. Khi đó ma trận tương ứng bên phải vạch “|” chính là A
-1

  

Ví dụ: Tìm ma trận nghịch đảo của ma trận 

 A = 

















 417

212

731

 

Thành lập ma trận mở rộng: 

(A|I3) =

















 100417

010212

001731

                       


















10753220

0121250

001731

 





















141520

0121250

001731

                       




















141520

294210

001731

                                    























5229100

294210

62711101

                       























5229100

125322010

152001

= (I3|A
-1

) 

Vậy A
-1

 = 






















5229

125322

152

. 

1.9. ỨNG DỤNG MA TRẬN NGHỊCH ĐẢO ĐỂ GIẢI PHƢƠNG TRÌNH MA TRẬN  

1.9.1. Mệnh đề: 

 Cho AMm(K), X và BMmxn(K). Khi đó, nếu A khả nghịch thì phương trình  AX=B có 

nghiệm duy nhất X=A
-1

B. 

1.9.2. Mệnh đề: 

 Cho AMn(K), X và BMm x n(K). Khi đó, nếu A khả nghịch thì phương trình XA=B có 

nghiệm duy nhất X=BA
-1

. 

1.9.3. Mệnh đề:  

 

d2 = d2 – 2d1 
 

d3 = d3 + 7d1 

 

d3 = d3 + 4d2 
 

d2 = -d2 

 

 

d2 = d2 – 2d3 
 

 

 

d1 = d1 – 3d2 
 

d3 = d3 - 2d2 

 

d1 = d1 – d3 
 

d2 = d2 - 2d3 
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 Cho AMm(K), CMn(K), XMm x n(K), BMm x n(K). Khi đó, nếu A và C khả nghịch 

thì phương trình AXC=B có nghiệm duy nhất X=A
-1

BC
-1

 

Ví dụ:  

  












45

23
X= 













65

21
  

 Ta có: X = A
-1

B 

 Với A
-1

 = 












35

24

2

1
 => X = 

























65

21

35

24

2

1
= 













45

23
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 BÀI TẬP CỦNG CỐ 

1.1 Cho 2 ma trận: 

 A = 












410

112
, B = 













223

012
 

Tính ..;;23 TT AAAABA  

1.2 Cho  

 A = 












403

152
,  B = 













510

321
 

 C = 












111

210
 

Tính 3A + 4B – 2C 

1.3 Tìm x, y, z và w, nếu 

 
































3

4

21

6
3

wz

yx

w

x

wz

yx
 

(Hướng dẫn: So sánh hai ma trận để đưa ra hệ 4 phương trình bậc nhất và tìm nghiệm của hệ) 

1.4. Cho B = 






 

74

25
và  C = 









 36

21
 

Tìm A = 








wz

yx
sao cho 2A = 3B – 2C 

1.5 Cho các ma trận 

 A = 




















325

243

112

B = 

















 132

354

021

 

 C = 
















311

402

131

 D = 


















123

211

012

 

a) Tính 2A + 3B, 3A – 4C, B + 2D 

b) Tính AB – BA, AC – CD, CD – DC, AC + BD 

1.6. Tính tích các ma trận: 
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 a) 























352

143

231

















231

521

652

;  b) 























374

596

485



















569

314

523

 

 c)
















 2113

3514

3205























4

7

2

6

;   d)


















814

312

201























116

104

2211

. 

 e) 





















433

322

211

100















 

11

22

11










1

4
. 

1.7. Cho A = 

















000

100

010

. Tính  32 , AA  

1.8. Tính ,nA nvới:  

 (a) A = 












23

12
; (b) A = 

1

0 1

 
 
 

; (c) A = 
0

 



 
 
 

 ; 

 (d) A = 

















111

111

111

; (e) A = 

















100

110

111

; 

 (f) A = 
















100

110

011

; (g) A = 
















101

100

101

 

(Hướng dẫn: Tính A
2
, A

3
,  … rồi suy ra A

n
) 

1.9. Tính AB – BA nếu 

 (a) A = 








14

21
;   B = 













14

32
 

 (b) A =




















121

011

132

;  B = 
















113

210

121
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 (c) A = 

















100

110

111

;   B = 

















700

570

357

 

1.10. Tính AAT  và TAA của ma trận A sau: 

(a) A = 








 1514

3121
 

(b)  A = 





















02020

20202

11111

 

1.11. Tìm tất cả các ma trận cấp 2 giao hoán với ma trận:  

 (a) A = 








10

21
;  (b) B = 









10

21
 

(Hướng dẫn: Tìm tất cả các ma trận C  M2(R) sao cho AC = CA) 

1.12. Tìm tất cả các ma trận cấp 3 giao hoán với ma trận: 

  



















200

210

101

 

1.13. Giải các hệ phương trình tuyến tính sau bằng phương pháp Gauss-Jordan: 

(a) 














4345

1223

1022

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

(b) 














14223

1742

72

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

(c) 














12243

5452

32

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

(d) 














743

5625

332

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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(e) 















145

15423

822

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

(f) 















71383

4852

132

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

(g) 















2435

723

122

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

(h) 














2275105

94273

42352

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

(i) 














767125

1252

2432

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

(j) 





















10

6

5

7

42

4321

432

21

xx

xxxx

xxx

xx

 

(k) 
























3

532

6

1023

1432

21

321

321

321

321

xx

xxx

xxx

xxx

xxx

 

1.14. Giải các hệ phương trình tuyến tính thuần nhất sau: 

(a) 














023

052

02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

(b) 














0475

0332

032

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx
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(c) 















023

03

022

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

(d) 





















094

042

0532

0523

4321

421

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

 

(e) 





















0432

03

02

023

4321

432

421

4321

xxxx

xxx

xxx

xxxx

 

(f) 





















0434

04

0

023

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

(g) 





















0

04326

042116

08756

321

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

(h) 





















05

04

03

02

421

431

432

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 

1.15.  Xác định hạng của các ma trậu sau: 

 (a) 
















531

321

753

   (b) 
















521

412

311

 

 (c) 

















12963

8642

4321

  (d) 

















6213

6132

6321

 

 (e) 



























10862

13611

1252

1231
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1.16. Tìm và biện luận hạng của các ma trận sau: 

 (a) 















 

31

12

311

m

m  (b) 


























32

102

5

 

 (c)  





















1422

31771

1104

4113


    (d*)  





















ab

ab

ab

ba

00

00

00

00

 

1.17. Cho hệ phương trình: 

 














23

332

1

321

321

321

xkxx

kxxx

xxx

 

Xác định trị số k sao cho 

i) hệ có một nghiệm duy nhất. 

ii) hệ không có nghiệm. 

iii) hệ có vô số nghiệm 

1.18. Cho hệ phương trình: 

 














1

1

1

321

321

321

kxxx

xkxx

xxkx

 

Xác định trị số k sao cho:  

i) hệ có nghiệm duy nhất. 

ii) hệ không có nghiệm. 

iii) hệ có vô số nghiệm. 

1.19. Cho hệ phương trình: 

 





















4321

4321

4321

4321

17737

9568

17324

34235

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

Xác định tham số   sao cho: 

i) hệ vô nghiệm. 

ii) hệ có nghiệm và giải tìm nghiệm. 
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1.20. Cho hệ phương trình: 

 





















244

112096

58632

34523

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx



 

Xác định tham số   sao cho: 

i) hệ vô nghiệm. 

ii) hệ có nghiệm và giải tìm nghiệm. 

1.21. Bằng phương pháp Gauss – Jordan, hãy tìm ma trận nghịch đảo của các ma trận sau: 

 (a) 


















814

312

201

A    (b) 























711

632

221

A  

 (c)




















325

436

752

A    (d) 

























546

12712

12813

A  

 (e) 




























1111

1111

1111

1111

A   (f) 





























5422

3211

0010

3111

A  

1.22. Giải các phương trình ma trận 

 (a) 

















95

53

43

21
X  

 (b) 
























65

21

45

23
X  

 (c) 




























109

1614

87

65

25

13
X  

 (d) 














 
























8710

7210

031

012

423

321

X  
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 (e) 








































501

486

037

012

423

221

X  

 (f) 








































987

654

321

546

12712

12813

X  

 (g) 
























































110

011

100

111

111

111

111

211

013

X  

1.23. Giải các hệ phương trình sau bằng phương pháp ma trận nghịch đảo: 

 (a) 





















.24387

;53754

;182875

;95433

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 (b) 





















.413546

;40587

;273524

;122353

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 (c) 





















.62233

;124358

;6234

;422

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx
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Chƣơng 2 

ĐỊNH THỨC 

 Mục tiêu học tập: Sau khi học xong chương này, người học có thể: 

 - Tính định thức  

 - Ứng dụng định thức để giải hệ phương trình tuyến tính 

2.1.  HOÁN VỊ 

Cho tập hợp X   gồm n phần tử (ta có thể đồng nhất X ={1, 2, …, n}). Đặt Sn là tập 

hợp tất cả các song ánh đi từ X vào X. Khi đó Sn có đúng n! phần tử. 

Mỗi phần tử   Sn được gọi là một hoán vị hay một phép thế trên tập hợp X và nó có thể 

được biểu diễn bởi một ma trận loại 2 x n. 

   = 








)(...)3()2()1(

...321

n

n


, 

trong đó ở dòng thứ nhất, các phần tử của tập X được sắp xếp theo một thứ tự nào đó, dòng thứ 

hai gồm ảnh của các phần tử tương ứng ở dòng thứ nhất qua song ánh  . 

Ví dụ:  

 Hoán vị   S3 xác định bởi  (1) = 2;  (2) = 3;  (3) = 1 có thể được mô tả như sau: 

   = 

















312

231

132

321
 

2.1.1. Định nghĩa: 

Cho X = {i1, i2, ..., ir} {1, 2, …, n}. Nếu   Sn thỏa  (i1)=i2;  (i2)=i3; … ;  (ir-1)=ir; 

 (ir) = i1 và  (j) = j,  j  X thì ta nói   là một r – chu trình (hay một chu trình dài r), và ký 

hiệu bởi  =(i1 i2 …ir). 

Ví dụ:  

 = 








132

321
 có chu trình là  =(1 2 3) 

r= 








123

321
 có chu trình là r = (1 3). 

2.1.2. Định nghĩa: 

Hai chu trình (i1 … ir) và (j1 … js) được gọi là rời nhau nếu {i1, …, ir}{j1, …, js} = . 

2.1.3. Định lý: 
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Mọi hoán vị   e đều được phân tích thành tích các chu trình rời nhau. 

Ví dụ: 










352146

654321
= (1 6 3)(2 4). 

2.1.4. Định nghĩa: 

Cho   Sn. Ta nói rằng (i, j) tạo thành một nghịch thế đối với   nếu 

(i – j)[  (i) -  (j)] < 0. 

Nếu  số các nghịch thế đối với   là k thì dấu của   (ký hiệu sgn( )), là một hàm được 

định nghĩa bởi sgn( ) = (-1)
k
. 

Nếu sgn( )=1 thì   được gọi là hóan vị chẵn, nếu sgn( ) = -1 thì  được gọi là hóan 

vị lẻ. 

2.2.  ĐỊNH THỨC CỦA MA TRẬN VUÔNG 

2.2.1. Định nghĩa: 

Cho A = (aij)  Mn(K). Định thức của A (ký hiệu |A|, hay det(A)) là một phần tử trong K 

được xác định bởi 

1 21 2sgn( ) ...
nnA a a a    (với ( i =  (i)). 

Định thức của một ma trận vuông cấp n trên K thường được gọi là một định thức cấp n. 

- Định thức cấp 2: 

2221

1211

aa

aa
 = a11a22 – a12a21 

 -  Định thức cấp 3: (tính bằng quy tắc Sarruss) 

  

3231

2221

1211

333231

232221

131211

aa

aa

aa

aaa

aaa

aaa

















 

                                                                                         

                     cột 1   cột 2  cột 3 cột 1  cột 2         
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333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

    =  (a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32)  

                                                      - (a31a22a13 + a32a23a11 + a33a21a12) 

Ví dụ: Tìm định thức của ma trận 

A =  )(

415

132

214

3 KM
















, Ta có |A| = (4.3.4 + 1.1.5 + 2.2.1) – (2.3.5 + 4.1.1 + 1.2.4) = 15 

2.3.  TÍNH CHẤT CĂN BẢN CỦA ĐỊNH THỨC 

2.3.1. Mệnh đề:  

Nếu AMn (K) thì det(A) = det(A
T
). 

2.3.2. Mệnh đề: 

Nếu A  Mn (K) có ít nhất một dòng là dòng 0, thì det(A) = 0. 

2.3.3. Mệnh đề: 

Cho AMn (K), nếu  A  nhận được từ A bằng cách đổi chỗ 2 dòng i j thì 

   det detA A   . 

2.3.4. Hệ quả: 

Nếu 2 dòng của AMn (K) có các hệ số tương ứng bằng nhau thì det(A)=0. 

2.3.5. Mệnh đề: 

Nếu nhân một dòng của AMn (K) với một phần tử cK thì det(A) tăng lên c lần. 

2.3.6. Hệ quả: 

Nếu hai dòng của AMn(K) có hệ số tương ứng tỉ lệ nhau thì det(A)=0. 

2.3.7. Bổ đề: 

 Cho A = (aij) Mn (K) nếu các phần tử dòng i của A có dạng aij = bj + cj, j = n,1 , thì 

  det(A) = det(B) + det(C) 

với B, C là những ma trận có được từ A bằng cách thay dòng i của A bởi các giá trị bj và cj tương 

ứng. 

2.3.8. Mệnh đề: 
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Cho A  Mn (K), nếu A’ có được từ A qua phép biến đổi sơ cấp trên dòng loại (ii) thì det 

(A) = det (A’). 

2.3.9. Hệ quả: 

Nếu AMn (K) có được từ A Mn (K) qua một số hữu hạn phép biến đổi sơ cấp trên 

dòng loại (ii) thì    det detA A  . 

2.4.  CÁC PHÉP BIẾN ĐỔI SƠ CẤP TRÊN CỘT: 

(i) Nhân cột i của A với c  K (c 0), ký hiệu A  
 ii ccc

  A’ 

(ii) Thay đổi i của A thành cột i cộng c lần cột j, c   K, i   j, ký hiệu A  
 iii cccc

A’ 

(iii) Hoán vị cột i và cột j của A với nhau (i   j), ký hiệu A  
 ji cc

 A’ 

2.5.  CÔNG THỨC KHAI TRIỂN ĐỊNH THỨC: 

 Cho AMn (K) , ký hiệu A(i|j) là ma trận có được từ A bằng cách “xoá bỏ” dòng i và cột 

j của A  

Ví dụ: 

  A = 
















987

654

321

 

  A(2|3) = 

























87

21

987

654

321

 

2.5.1. Bổ đề: 

 Cho A= (aij)Mn (K), nếu tồn tại i, j , sao cho aik = 0,   k   j thì det A = (-1)
i+j

 aij det (A(i|j)) 

Ví dụ: 

 

000

543

002

201

d

c

b

a

 = -d  

54

00

20

c

b

a

 = (-d)c
0

2

b

a
 = abcd. 

2.5.2. Định nghĩa: 

 Giả sử A = (aij)   Mn (K). Với mỗi i, j, phần tử cij = (-1)
i + j

 det(A(i|j)) được gọi là phần bù 

đại số của aij. 
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2.5.3. Định lý: 

 Giả sử A = (aij)   Mn (K). Với mỗi i, j đặt cij là phần bù đại số của aij. 

 Khi đó  det (A) =



n

j

pjpj pca
1

;,       (1) 

                       = 



n

i

iqiq qca
1

;,       (2)           

 Công thức (1) được gọi là công thức khai triển định thức theo dòng p và công thức (2) 

được gọi là  công thức khai triển định thức theo cột q của A. 

Ví dụ: 

Cho A = 






















415

132

214

    .Khi đó 

 C11 = 
41

13


 = -13 ;      C12 = -

45

12




 = -13;  C13 = 

15

32




  nên 

Det (A) = a11c11 + a12c12 + a13c13 

= 4(-13) + (-1)(13) + 2.13 = -39 

2.5.4. Hệ quả: 

 Nếu A = (aij)  Mn (K) là một ma trận tam giác thì Det (A) = a11a22 .... ann 

2.6.  ĐỊNH LÝ LAPLACE: 

2.6.1. Định nghĩa: 

Cho A = (aij)  Mn(K). Chọn trong A các dòng i1,  …, ik, (1 i1 < … <ik  n) và các cột j1, 

…, jk, (1  j1 < … < jk  n). Ký hiệu A(i1, …, ik|j1, … jk) là ma trận có được từ A bằng cách “xóa 

bỏ” các dòng và các cột trên. Khi đó 

M = det





















kkkk

k

k

jijiji

jijiji

jijiji

aaa

aaa

aaa









21

22212

12111

 

được gọi là một định thức con cấp k của A sinh bởi các dòng i1, …, ik và các cột j1, …, jk; 

1 1( ... ) ( ... )
1 1( 1) det( ( ,..., | ,..., ))k ki i j j

k kM A i i j j
        được gọi là phần bù đại số của M. 
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2.6.2. Bổ đề: 

Cho A  Mn(K). Tích của một định thức con cấp k với phần bù đại số của nó có dạng của 

k!(n – k)! tích trong det(A). 

2.6.3. Định lý (Laplace) 

Cho A  Mn(K). Chọn trong A các dòng i1 < … < ik. Khi đó 

Det(A) = 
 kjj

MM
...1

' , 

trong đó M là định thức con cấp k của A sinh bởi các dòng i1, …, ik và các cột j1, …, jk; M’ là 

phần bù đại số của M. 

Ví dụ: 

|A| = 

5040

0311

1132

5030

, khai triển theo dòng 1 và dòng 4. 

255)5)(1(
31

12

54

53
)1(

11

32

50

50
)1(

31

12

54

53
)1(

01

12

04

03
)1(

31

13

50

50
)1(

01

13

00

00
)1(

03

11

40

30
)1(

424143414241

3241414131412141







A

 

2.7.  ĐỊNH THỨC VÀ MA TRẬN KHẢ NGHỊCH: 

2.7.1. Bổ đề: 

Nếu A, S  Mn (K) và S là một ma trận sơ cấp thì det (S.A) = det (S) det (A) và det(S)  0 

2.7.2. Định lý: 

 Cho AMn (K). Khi đó A khả nghịch nếu và chỉ nếu det (A) 0. 

2.7.3. Định lý: 

Nếu A, B   Mn (K) thì |A.B| = |A||B|. 

2.7.4. Hệ quả: 

Nếu A, A1, A2, ... , AK  Mn (K) thì 

(i) |A1A2 ... Ak| = |A1||A2|| ... |Ak| 

(ii) |A
m
| = |A|

m
 ,   m  N 

(iii) Nếu A khả nghịch thì |A
-1

| = |A|
-1
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2.7.5. Định lý: 

 Cho A = (aij)  Mn (K), với mỗi i, j đặt cij là phần bù đại số của aij và C = (cij)Mn(K).  

Khi đó: 

  A.C
T
 = C

T
A = |A|In 

Suy ra, nếu A khả nghịch thì A
-1

 = |A|
-1

C
T
 

 Ma trận C
T 

 trong định lý trên được gọi là  ma trận phó của A, ký hiệu adj (A) . 

Ví dụ: 

A = 
















941

321

111

, |A| = 2   0 nên A khả nghịch 

 Ta có: 

 c11 = 
94

32
 = 6 ,       c12 = - 

91

31
 = -6,  c13 =  

41

21
 = 2,  

 c21 = - 
94

11
 = -5,      c22 = 

91

11
 = 8,  c23 = - 

41

11
 = -3,  

 c31 =  
32

11
 = 1,   c32 = - 

31

11
 = -2 ,   c33 = 

21

11
 = 1 

 C

















333231

232221

131211

ccc

ccc

ccc

 = 























121

385

266

       => A
-1

 = 
2

1























132

286

156

 

2.8. PHƢƠNG PHÁP CRAMER ĐỂ GIẢI HỆ PHƢƠNG TRÌNH TUYẾN TÍNH: 

 Cho một hệ gồm n phương trình tuyến tính  n ẩn trên K  



















nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

....

.....................

....

....

2211

22222121

11212111

   (*) 

Đặt A = 





















nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

 , B = 





















nb

b

b

...

2

1
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Với mỗi j = n,1  ta gọi Aj là ma trận có được từ A bằng cách thay các phần tử cột j của A 

bởi các phần tử của cột B. 

2.8.1.  Bổ đề: 

 Nếu (c1, ... , cn) là một nghiệm của hệ (*) thì |A|cj = |Aj| , nj ,1  

2.8.2. Định lý: 

 Với hệ phương trình tuyến tính  (*) 

(i) Nếu |A|   0 thì (*) có nghiệm duy nhất X = (x1, x2, ... , xn) , với xj = 
||

||

A

A j
 

(ii) Nếu |A| = 0 và tồn tại j   n,....,2,1  sao cho |Aj|   0 thì (*) vô nghiệm 

(iii) Nếu |A| = 0 và |Aj| = 0 , nj ,1  thì (*) không có nghiệm duy nhất 

 (trong trường hợp này nếu muốn biết hệ vô nghiệm hay vô số nghiệm thì ta phải dùng 

phương pháp Gauss – Jordan để giải lại) 

Ví dụ: Giải và biện luận (theo tham số m) hệ phương trình tuyến tính: 

 














2)1(

2)5()2(2

022

321

321

321

xmxmx

xmxmx

xxx

 

Hệ phương trình trên có dạng AX = B với 

A = 





















11

522

221

mm

mm  ; X = 

















3

2

1

x

x

x

 ; B = 

















 2

2

0

 

Khi đó |A| = (m–1)(m-3); |A1| = 4(3-m); |A2| = 0 và |A3| = 2(m-3) 

 Nếu |A|   0 (  m   1 và m   3) thì hệ có nghiệm duy nhất là 

x1 = 
A

A1
 = 

)1(

4

m
 ; x2 = 0

2


A

A
 ; x3 = 

1

23




mA

A
 

 Nếu m = 1 thì |A| = 0 và |A1| = 8   0 nên hệ vô nghiệm . 

  Nếu m = 3 thì |A| = 0 và |A1| = |A2| = |A3| = 0 

Khi đó ta giải trực tiếp hệ bằng phương pháp Gauss. Trong trường hợp này hệ trở thành 
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243

022

022

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Hệ có vô số nghiệm    => 

















23

21

2

2

5
1

23

xx

xx

ýtùyx
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 BÀI TẬP CỦNG CỐ 

2.1. Tính các định thức cấp 3 sau trên IN. 

 (a) 

431

250

112



 ;  (b) 

160

152

423





; 

 (c) 

124

236

412





;  (d) 

123

121

567



; 

 (e) 

150

324

321



 ;  (f) 

198

765

432

; 

 (g) 

135

324

102

 ;  (h) 

531

323

102



 . 

2.2. Tính các định thức cấp 4 trên R 

 (a) 

t

z

y

x

111

211

121

112

;  (b) 

3111

1311

1131

1113

; 

 (c) 

201041

10631

4321

1111

;  (d) 

3214

2143

1432

4321

; 

 (e) 

642781

16941

4321

1111

;  (f) 

1234

2143

3412

4321






; 

 (g) 

1100

1110

0111

0011

;  (h) 

1110

1101

1011

0111

; 

 (i) 

01

01

01

1110

cb

ca

ba ;  (j) 

4321

3001

5002

1134

. 
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2.3. Chứng tỏ rằng các giá trị định thức sau bằng 0. 

 (a)

1

1

1

bac

acb

cba







;  (b) 
222

222

222

)(

)(

)(

acacca

cbcbbc

babaab







; 

 (c) 

brazrz

bqayqy

bpaxpx







;  (d) 

)sin(cossin

)sin(cossin

)sin(cossin













; 

 (e) 

xdd

xcc

xbb

xaa

621

421

321

221









;  (f) 

2

1

1

1

caabbc

bac

acb

cba



. 

2.4. Tìm ma trận phó của các ma trận sau: 

 (a) 
















198

765

432

 ;  (b) 






















511

240

432

; 

 (c) 
















412

254

123

 ;  (d) 
















 325

436

752

; 

 (e) 























153

132

543

;  (f) 





















1000

1100

1110

1111

. 

2.5. Tính các định thức cấp n sau trên R. 

 (a) 

1...

............

...1

...1

21

21

21







n

n

n

aaa

aaa

aaa

; (b) 

0...321

...............

...021

...301

...321







n

n

n

 

 (c) 

11

3

1

2

1

1

22

3

2

2

2

1

321

...

...............

...

...

1...111

 n

n

nnn

n

n

aaaa

aaaa

aaaa
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2.6. Hãy tính các định thức sau trên R và cho biết khi nào ma trận tương ứng khả nghịch? 

 (a) 

1

1

1

2

2

2

aa

aa

aa

;  (b) 

17108553

544332

43322







xxx

xxx

xxx

; 

 (c) 

1

1

1







xx

xx

xx

;  (d) 

cbaacbac

baccbacb

cabbacba

22

22

22







; 

 (e) 

011

101

110

111

d

c

b

a

;  (f) 

0

0

0

0

abc

acb

bca

cba

; 

 (g) 

dcba

ccba

bbba

aaaa

;  (h) 

axxb

xabx

xbax

bxxa

. 

2.7. Tìm ma trận nghịch đảo của các ma trận sau bằng cách áp dụng công  thức định thức. 

 (a) 
















198

765

432

 ;  (b) 
















751

432

321

; 

 (c) 






















511

240

432

;  (d) 
















412

254

123

; 

 (e) 



























1100

0011

1111

1111

; (f) 



























1111

1111

1111

1111

. 

2.8. Khi nào các ma trận sau khả nghịch và tìm ma trận nghịch đảo của nó lúc đó. 

 (a) 
















abc

cab

bca

1

1

1

;  (b) 
















ab

ab

ba

1

11

1

. 

 (c) 






















12

573

231

mm

m ; (d) 




















4313

212

531

mm

m

. 
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2.9. Giải các hệ phương trình sau bằng cách áp dụng quy tắc Cramer. 

 (a) 















.1625

;16732

;62

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 (b) 














.3651110

;15235

;15327

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 (c) 














.244

;422

;12

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 (d) 














.1132

;132

;523

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

 (e) 





















.272

;29532

;2432

;2

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 (f) 





















.243

;83232

;1432

;5

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 (g) 





















.24323

;7324

;3433

;5

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

 (h) 





















.633

;623

;62333

;4232

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

  

2.10.Giải và biện luận (theo tham số thực) các hệ phương trình sau: 

 (a) 














2

321

321

321

;

;1

mmxxx

mxmxx

xxmx
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 (b) 















;42

;3

;4

321

321

321

xxx

xbxx

xxax

 

 (c) 














.

;

;

3

3

2

21

3

3

2

21

3

3

2

21

cxccxx

bxbbxx

axaaxx

 

 (d) 














.09)1(3

;1)24(42

;13)1(

321

321

321

xxmx

xmxx

xxmx

 

 (e) 





















3

4321

2

4321

4321

4321

;

;

;1

mxxxx

mxmxxx

mxxmxx

xxxmx
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Chƣơng 3 

KHÔNG GIAN VECTƠ 

 Mục tiêu học tập: Sau khi học xong chương này, người học có thể: 

 - Tìm cơ sở cho không gian vectơ và không gian con 

 

3.1.  KHÁI NIỆM KHÔNG GIAN VECTƠ 

3.1.1. Định nghĩa 

Ta nói tập hợp V là một không gian vectơ trên trường K hay một K- không gian vectơ, 

nếu V được trang bị một phép toán đại số ( gọi là phép cộng), ký hiệu (+) và một phép nhân vô 

hướng, ký hiệu (.) thoả mãn các điều kiện sau: 

i)  Tính giao hoán của phép cộng: 

      (x,y)  V
2
, x + y = y + x; 

ii)  Tính kết hợp của phép cộng 

   (x,y,z)  V
3
, (x + y) + z = x + (y + z); 

iii) Tồn tại trong V một phần tử không, ký hiệu là 0, thỏa mãn 

    x  V , x + 0 = x; 

iv)  x  V, tồn tại một phần tử đối, ký hiệu là  – x,  thoả mãn    x + ( - x) = 0; 

v)  (x,y)  V
2
,    K,  (x + y) =  x +  y; 

vi)   x  V,  ( ),  K
2
 , ( )  x =  x +  x; 

vii)  x  V,  ( ),   K
2
 , )( x  = ( )x ; 

viii)   x  V, 1.x  =  x. 

Chú ý: Các phần tử của V được gọi là các vectơ và được ký hiệu bởi chữ la tinh nhỏ 

x,y,z,....Các phần tử của trường K được gọi là các vô hướng và được ký hiệu bởi các chữ Hy Lạp 

nhỏ  ,, ,..... 

3.1.2. Tính chất:  

(i)  x  V, 0.x = 0, trong đó 0 ở vế phải là vectơ không, còn 0 ở về trái là phần tử không 

của trường K. 

(ii)  x  V, - x = (- 1)x  

(iii)  x  V,    K, -( x) = (-  )x =  (-x) 

(iv)  .0 = 0 
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(v) Nếu  x = 0 thì hoặc   = 0 hoặc x = 0 

(vi) 








yxyx

xxx

0,

0,




 

Ví dụ: 

           Gọi C[a,b] là tập hợp tất cả các hàm số liên tục trên đoạn [a,b]. Định  nghĩa các phép toán 

trong C[a,b] như sau: 

             Nếu f,g  C[a,b],    R thì (f + g)(t) = f(t) + g(t),  t   [a,b] 

                     ( f)(t) =  f(t),  t   [a,b] 

                     C[a,b] là một không gian vectơ trên R 

3.2.  KHÔNG GIAN CON 

3.2.1. Định nghĩa: 

Cho V là một K – không gian vectơ và W là một tập con khác rỗng của V. Khi đó W được 

gọi là một không gian con của V nếu W  là một K – không gian vectơ ứng với những phép toán 

(+) và (.) của V khi ta hạn chế chúng lên W. 

3.2.2. Định lý: 

 Tập con W    của không gian vectơ V là một không gian con của  V khi và chỉ khi các 

điều kiện sau đây được thoả: 

(i)  (x,y)  W
2
 , x + y  W; 

(ii)      K,  x  W,  x   W. 

3.2.3. Định lý: 

 Giao của một họ bất kỳ các không gian con của V là một không gian con của V. 

3.3.  SỰ PHỤ THUỘC TUYẾN TÍNH VÀ ĐỘC LẬP TUYẾN TÍNH: 

3.3.1. Định nghĩa: 

Cho V là một không gian vectơ trên trường K và v, v1, v2, v3, … , vn là các phần tử của V. 

Ta nói vectơ v là một tổ hợp tuyến tính của các vectơ v1, v2, v3, ..., vn nếu tồn tại các vô hướng  

1 ,  2,......., n   K sao cho 

       v =  1v1 +  2v2  + .....+   nvn 

Ví dụ: 

 Cho V = R
3
, v = (5, 1, 3), v1 = (1, 1, 1), v2 = (4, 2, 5), v3 = (2, 4, 5) thì v = 3v1 + v2 – v3 

3.3.2. Định nghĩa: 
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 Họ các vectơ v1, v2,...., vn của không gian vectơ V trên trường K được gọi là phụ thuộc tuyến 

tính , nếu   các vô hướng  1 ,  2, ....,  n không phải tất cả đều bằng không, sao cho 

                1v1 +  2v2 + ....+  nvn = 0 

 Họ vectơ không phụ thuộc tuyến tính được gọi là họ độc lập tuyến tính. Nghĩa là 

         ( 1,..., n)   K
n
, niv ii

n

i

i ,1,00
1




  

Chú ý: 

(i) Mọi họ hữu hạn các vectơ, trong đó có vectơ không đều phụ thuộc tuyến tính 

(ii)   v  V, {v} độc lập tuyến tính khi và chỉ khi v   0 

3.4.  KHÔNG GIAN CON SINH BỞI MỘT TẬP HỢP: 

Nếu S là một tập hợp con khác rỗng của V thì họ các không gian con của V chứa S là một 

tập khác rỗng. Phần giao của  họ những không gian con như vậy là một không gian con, không 

gian con này được ký hiệu là < S>K và gọi là không gian con của V sinh ra bởi tập S. Nếu <S>=V 

thì ta gọi S là tập sinh của V và ta còn nói V được sinh ra bởi tập S. 

3.4.1. Định lý: 

Cho VS  . Khi đó 

< S> = {vV n

n

n

n KSaaNn  ),...((,),...,(, 11

*  ,v= iia } 

Ví dụ: 

Cho V = K
3
, v = (1, 0, 1), w = (1, 1, 0) 

  Khi đó: < v> = {(  ,0, ) K } và 

            < v,w> = { wv    K , } = {(  +  ,  ,  ) K , } 

3.5. CƠ SỞ VÀ SỐ CHIỀU: 

3.5.1. Định nghĩa: 

Không gian vectơ V trên K gọi là  n chiều, nếu tồn tại n vectơ độc lập tuyến tính và không 

tồn tại một họ độc lập tuyến tính nào chứa nhiều hơn n vectơ. 

Vậy, số chiều của không gian vectơ là số tối đại những vectơ độc lập tuyến tính. 

Số chiều của không gian vectơ V ký hiệu là: dimV 

Không gian vectơ có số chiều hữu hạn gọi là không gian vectơ hữu hạn chiều. 
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Không gian vectơ có thể tìm được vô số những vectơ độc lập tuyến tính gọi không gian 

vectơ vô hạn chiều. 

3.5.2. Định nghĩa: 

Họ n vectơ  độc lập tuyến tính của một không gian vectơ n chiều gọi là một cơ sở của V. 

3.5.3. Định lý:  

Mọi vectơ x của không gian vectơ n chiều V đều viết được một cách duy nhất dưới dạng 

tổ hợp tuyến tính của những vectơ cơ sở. 

3.5.4. Định lý: 

Nếu B = { n ,....,, 21 } là một tập độc lập tuyến tính và sinh ra V thì B là một cơ sở của V. 

Ví dụ:  

Tìm số chiều và một cơ sở của không gian lời giải của hệ phương trình tuyến tính thuần 

nhất sau. 

               





















0192483

03254

04653

0342

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

Giải: 

          























































0000

0000

5610

13801

192483

3254

4653

3421

 

     Vì r(A) = 2, Nên dimk SA = n – r(A) = 4 – 2 = 2 

 

Cho 1 , 0  => 1 = (8, - 6, 1, 0) 

Cho  0 , 1  => 2 = (13,  5, 0, 1) 

Vậy một cơ sở của SA là B = { 1 , 2 } 
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3.5.5. Định lý: (về cơ sở không toàn vẹn) 

Trong không gian vectơ hữu hạn chiều, mọi họ độc lập tuyến tính đều có thể bổ túc thành 

một cơ sở. 

3.6.  TỔNG CÁC KHÔNG GIAN CON: 

3.6.1. Định lý: 

Cho V là K – không gian vectơ, W1 và W2 là hai không gian con của V. Khi đó tập hợp  

{u + v |u  W1, v  W2} 

là một không gian con của V, được gọi là tổng các không gian con W1 và W2 và ký hiệu là W1 + W2 

3.6.2. Nhận xét: 

 Từ định nghĩa trên ta thấy: Nếu W1, W2 là các không gian con của K – không gian vectơ V 

thì x  V ta có x  W1 + W2   a W1,  b  W2 ; x = a + b. 

Ví dụ: 

    KKW   |,,|),,( 3

1

    KKW   |,,|),,( 3

2  

Vectơ (3, 3, -1)  W1 + W2. vì (3, 3, -1) = (2, 2, -2) + (1, 1, 1) và (2, 2, -2)  W1 , (1, 1, 1)  W2 

Vectơ (3, 0, 3)  W1 + W2 vì W1 + W2 =   .,|,, K   

3.6.3. Mệnh đề: 

Cho V là K – không gian vectơ và W1, W2, W3 là những không gian con của V. Khi đó: 

(i) W1+ W1 = W1; 

(ii) W1 + {0} = W1; 

(iii) W1 + V = V; 

(iv) W1 + W2 = W2 + W1; 

(v) W1, W2 là các không gian con của W1 + W2; 

(vi) Nếu W1 là không gian con của W2 thì W1 + W3 là không gian con của W2 + W3. 

3.6.4. Định nghĩa: 

Cho V là không gian vectơ trên K, W1 và W2 là những không gian con của V. Giả sử   

W = W1+ W2. Khi  đó ta nói W là tổng trực tiếp của W1 và W2 nếu W1W2 = {0} và ký hiệu là 

W = W1   W2. 
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3.6.5. Mệnh đề: 

Cho V là không gian vectơ trên K, W1 và W2 là những không gian con của V và 

W=W1+W2. Khi đó W là tổng trực tiếp của W1 và W2 nếu và chỉ nếu mọi phần tử x của W đều 

viết được một cách duy nhất dưới dạng x = a + b, với a  W1 và b  W2. 

3.6.6. Định nghĩa: 

Cho V là một không gian vectơ trên K và W1, W2 là các không gian con của V. Nếu  

V = W1  W2. 

thì ta nói W1 (tương ứng W2) là không gian con bù trực tiếp của W2 (tương ứng W1) trong V. 

3.6.7. Định lý: 

Cho W1, W2 là các không gian con của không gian vectơ hữu hạn chiều V. Khi đó  

dim(W1+ W2) = dimW1+ dimW2 – dim(W1W2) 

3.7.  TỌA ĐỘ 

Nếu B = ( n ,....,, 21 ) là một cơ sở của V thì mọi phần tử x   V đều viết một cách duy 

nhất dưới dạng x = nnaxxx  .....2211   

            Ký hiệu: 

                         [x]B = 





















nx

x

x

..

2

1

 

 và gọi nó là tọa độ vectơ x trong cơ sở B 

Giả sử B = ( na,.....,, 21  ) và B’ = na'
2
'

1
' ,.....,,  là hai cơ sở được sắp. Lập ma trận 

vuông P trong đó cột thứ j là toạ độ của vectơ aj’ trong cơ sở B 

                       [aj’] = 





















nj

j

j







..

2

1

       

 Nghĩa là: 

              P = ([aj’]B  ........ [an’]B) = 
















nnnn

n

na







...

...

...

21

22221

11211
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Ví dụ: 

Cho B = { a1 = (1, 2, 1), a2 = (0, 1, 1), a3 = (-1, 2, 2)} R
3
. Chứng minh B là một cơ sở 

của R
3
 và tìm [u]B, biết u = (1, 2, 3)  R

3
. 

Ta có: Bo = { )}1,0,0(),0,1,0(),0,0,1( 321    là cơ sở chính  tắc của R
3
. 

ooo BBB aaaA ][][][ 21  = 

211

212

101 

 = -1  0. 

=> B là một tập độc lập tuyến tính => B là một cơ sở của R
3
. 

Để u  R
3
 thì u = t1a1 + t2a2 + t3a3  AT = C 

 















 

3211

2212

1101

  





















2100

8010

1001

. Vậy [u]B = 





















2

8

1

. 

3.7.1. Mệnh đề: 

Cho V là một không gian vectơ n chiều trên trường K và A, B, C, là các cơ sở được sắp 

của V. Khi đó ta có các điều khẳng định sau: 

(i) nIA)( AP ; 

(ii) )().()( CBPBAPCAP  ; 

(iii) )()( 1 ABPBAP    

3.7.2. Định lý: 

Cho B và B’ là 2 cơ sở của V và P = )( 'BBP   là ma trận chuyển cơ sở từ B sang  B’ 

 Khi đó: [x]B = P[x]B’ 

suy ra [x]B’ = P
-1

[x]B 

3.7.3. Định lý: 

Cho V là một không gian vectơ n chiều và B là một cơ sở được sắp của V. Giả sử       C = 

(v1, ..., vn) là một họ n vectơ bất kỳ của V. Đặt 

                    P = ([v1]B, ... ,[vn]B) 

Khi đó C là cơ sở của V nếu và chỉ nếu P khả nghịch. Hơn nữa, trong trường hợp này P = 

P(B C) 
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 BÀI TẬP CỦNG CỐ 

3.1. Xét xem các vectơ sau là độc lập tuyến tính hay phụ thuộc tuyến tính? 

 a) (1, 1, 1), (0, 1, -2) và (-1, 1, 0) 

 b) ( )0,  và (1, 2) 

 c) (1, 1, 0), (1, 1, 1) và (0, 1, -1) 

 d) (0, 1, 1), (1, 2, 1) và (1, 5, 3) 

 e) (1, -2, 3, -4), (3, 3, -5, 1) và (3, 0, 3,-10) 

3.2. Cho các vectơ 

 1 = (1, 1, 2, 4) 2 = (2, -1, -5, 2) 

 3 = (1, -1, 4, 0) 4 = (2, 1, 1, 6)  

 Các vector trên có độc lập tuyến tính trong R
4
 không?  Tìm một cơ sở cho không gian của 

R
4
 sinh bởi các vector này. 

3.3. Chứng minh rằng các vector 1 = (1, 0, -1), 2 = (1, 2, 1) và 3 = (0, -3, 2) lập thành một cơ 

sở của R
3
. Tìm toạ độ của vector cơ sở chính tắc 1 = (1, 0, 0), 2 = (0, 1, 0) và 3 = (0, 0, 1) trong 

cơ sở được sắp { 1 , 2 , 3 }. 

3.4. Chứng minh rằng các vector 1 = (1,1, 0, 0), 2 = (0, 0, 1, 1), 3 = (1, 0, 0, 4)  và 

4 =(0,0,0,2) lập thành một cơ sở của R
4
. Tìm toạ độ của vector cơ sở chính tắc 1 = (1, 0, 0, 0), 

2 = (0, 1, 0, 0), 3 = (0, 0, 1, 0) và 4 = (0, 0, 0, 1) trong cơ sở được sắp { 1 , 2 , 3 , 4 }. 

3.5. Trong R
3
 chứng minh rằng không gian W sinh bởi các vector 

 1x = (1, 2, 3), 2x = (-1, -1, 2), 3x = (-1, 1, 12) 

trùng với không gian con sinh bởi các vector 1y = (0, 1, 5), 2y = (1, 3, 8). 

3.6. Trong không gian véctơ K
4
 xét các véctơ sau đây 

 x = (1, 2, 0, 1), y = (2, 1, 3, 1), z = (7, 8, 9, 5), t = (1, 2, 1, 0),  

u = (2, -1, 0, 1), v = (-1, 1, 1, 1), w = (1, 1, 1, 1) 

 Đặt A= zyx ,, , B= wvut ,,, . Hãy tìm một cơ sở cho mỗi không gian con A,B, 

 A + B, A  B 

3.7. Trong V=K
4
 cho các véctơ u=(1,1,0,-1), v=(1, 0, 0, -1), w=(1, 0, -1, 0). 



Tài liệu giảng dạy môn Đại số tuyến tính 46 

Đặt A=  w v,u,  và B={( }.02/),,, 43214321  xxxxxxxx  

a) Chứng tỏ rằng B là một không gian con của V; 

b) Tìm một cơ sở cho mỗi không gian con A, B, A+B, A B. 

3.8. Tìm số chiều và một cơ sở của không gian nghiệm của các hệ phương trình tuyến tính sau 

 (a) 




















.033639

;0
3

2

;0
3

4
2

54321

531

4321

xxxxx

xxx

xxxx

 

(b)
























.033654

;091253

;02543

;05432

;05432

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

(c) 














.0111784

;02463

;03542

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

(d) 

.0

;0

;0

;0

54

6321

642

531





























xxx

xxxx

xxx

xxx

 

(e) 





















.06395

;065397

;02432

;047265

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

3.9. Cho các véctơ a1=(1, 2, 0, 1), a2=(1, 1, 1, 0), b1=(1, 0, 1, 0), b2=(1, 3, 0, 1), và 

2121 ,,, bbBaaA  . Tính dim(A + B), dim(A  B) ? 

3.10. Cho a1 = (1, 1, 1, 1), a2=(1, -1, 1, -1), a3=(1, 3, 1, 3), b1=(1, 2, 0, 2), b2 =(1, 2, 1, 2), 

b3=(3, 1, 3, 1), 321321 ,,,,, bbbBaaaA  . Tính dim(A + B), dim(A  B) ? 

3.11. Cho W là không gian con của R
4
 sinh bởi các vector 

 1 = (1, 2, 2, 1), 2 = (0, 2, 0, 1),  3 = (-2, 0, - 4, 3)   
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a) Chứng tỏ rằng B=( 1 , 2 , 3 ) là một cơ sở của W, 

b) Tìm điều kiện để W),,,( 4321  bbbb  và tìm [ ]B  

 c) Cho 1 = (1, 0, 2, 0), 2 = (0, 2, 0, 1), 3 = (0, 0, 0, 3) 

Chứng tỏ rằng B’ = (1, 2, 3 ) là một cơ sở của W. 

 d) Xây dựng ma trận chuyển cơ sở từ B  B’. 

3.12. Cho 1 2 3(1,1, 2,1), (3,0,4, 1), ( 1,2,5,2)        ; 1 2 3(4, 5,9, 7), (3,1, 4,4), ( 1,1,0,1)          

a) Chứng minh rằng { 1 , 2 , 3 } độc lập tuyến tính. 

b) {1, 2, 3} có phải có cơ sở của không gian con của R
4
 sinh bởi các véctơ 1 , 2 , 3  

hay không? 

3.13. Cho      A (2,1,-1),(2,-1,2),(3,0,1) ;B ( 3,1,2),(1, 2,5),(2,4,1) ;C (m 3,1,2),(m,m 1,1),(3m 3,m,m 3)          

a) Kiểm A, B là cơ sở của R
3
. C là cơ sở của R

3
 không? 

b) Tìm x  R
3
 biết  



















w

v

u

x A  

c) Tìm [y]B nếu y = (a,b,c)  R
3
 

d) Tìm [z]A nếu z  R
3
 và  



















r

q

p

z B  

3.14. Cho W = A   R
4
 = V, với  1 2 3A (1,1, 1,0), ( 1,3,4,1), ( 1,4,3,2)          

a) Kiểm tra A là cơ sở của W 

b) Cho  = (a, b, c, d)  R
4
. Khi nào   W hãy tìm []A 

c) Đặt  1 2 3(1,1, 1, 1), (2,7,0,3), (2,7,0,2) .B          Kiểm B là một cơ sở của W 

và viết P(A  B). 

d) Tìm x, [y]B, [z]A nếu biết: 

 


















3

2

1

Ax ; y=(a,b,c,d) W,  






















4

1

5

Bz . 
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Chƣơng 4 

ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH 

 Mục tiêu học tập: Sau khi học xong chương này, người học có thể: 

- Xây dựng ánh xạ tuyến tính  

- Tìm nhân, ảnh của ánh xạ tuyến tính 

Nhắc lại: 

* f: D  E gọi là đơn ánh nếu 

        x,x’  D,  f(x) = f(x’) => x = x’. 

* f: D   E gọi là toàn ánh nếu f(D) = E. 

* f: D   E gọi là song ánh nếu vừa đơn ánh và toàn ánh. 

* Ánh xạ ngược  

  Nếu f là 1 song ánh thì ứng với mỗi phần tử yD. Khi đó ánh xạ y đi từ E lên D xác định 

bởi f(x)=y gọi là ánh xạ ngược của f và ký hiệu là f
-1

 

 f
-1

 là song ánh và ta có: f
-1

(y)=x <=> y=f(x) 

4.1. ĐỊNH NGHĨA VÀ CÁC TÍNH CHẤT CĂN BẢN 

4.1.1. Định nghĩa: 

Cho V, W là hai không gian vectơ trên trường K. Ánh xạ f: V   W được gọi là một ánh 

xạ tuyến tính nếu: 

(i) f(v1+v2) = f(v1)+f(v2),  v1, v2 V 

(ii) f( v ) =  f(v) ,  v V,   K 

Ta có thể viết lại thành: 

  f( v1 + v2)= f(v1)+f(v2),   K,  v1, v2V 

Ký hiệu L(V, W) là tập hợp tất cả các ánh xạ tuyến tính f đi từ V vào W 

Ví dụ:   f: V=R
2
   W=R

3
 

           (u,v) ( 2u–v,7v–5u,3u+8v) 

Đặt x=(u,v) thì 

                  f(x) = TX

83

75

12

A
v

u
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Như vậy f(x) = AX
T
, X  R

2
 

            Với A =  





















83

75

12

 

Ta kiểm f là ánh xạ tuyến tính, 

           Xét cR và X, YR
2
. Ta chứng minh 

                  f(cX + Y)= cf(X) + f(Y) 

 Ta có: 

                 f(cX + Y) = A(cX + Y)
T
 = A(cX

T
 + Y

T
) 

                                = cAX
T
 + AY

T
 = cf(X) + f(Y) 

         Vậy f là ánh xạ tuyến tính 

4.1.2. Mệnh đề:  

Giả sử f: V W là một ánh xạ tuyến tính. Khi đó 

(i) Nếu E là không gian con của V thì f(E) là không gian con của W; 

(ii) Nếu F là không gian con của W thì f
-1

(F) là không gian con của V. 

Do đó ảnh của ánh xạ tuyến tính f là Im(f) = f(V) cũng là không gian con của W và nhân 

của f, ker(f) = f 
-1

(0) là không gian con của V. 

4.1.3. Mệnh đề: 

 Giả sử f  L(V, W). Khi đó 

(i) Nếu A = { n ,....., 21 } sinh ra V thì f(A) = {f( 1 ), f( 2 ),....,f( n )} sinh ra f(V), 

(ii) Nếu A độc lập tuyến tính và f là đơn ánh thì f(A) độc lập tuyến tính. 

(iii) Nếu B = {b1, ... , bn }   f(V) độc lập tuyến tính và  ci   f
-1

(bi), i = n,1   

thì  C = { c1, ..., cn } độc lập tuyến tính. 

4.1.4. Mệnh đề: (xây dựng ánh xạ tuyến tính khi biết ảnh của 1 cơ sở) 

Cho B = {e1,....,en} là một cơ sở được sắp của V và  u1, ...., un là n vectơ tuỳ ý của W. Khi 

đó tồn tại duy nhất một ánh xạ tuyến tính f: V   W thoả f(ei) = ui, i = n,1 . 

Ví dụ: 

R
2
 có cơ sở a = {a1 = ( 3, - 7), a2 = ( -2, 4)} trong R

3
 chọn sẵn )2,4,1(1  , )3,8,5(2   
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Hãy tìm fL( R
2
, R

3
) thoả  1 1f   , f( 2 )= 2 . 

Giải 

Xét   2,u v   . Ta cần xác định f( )  = f(u,v) 

Đặt toạ độ  theo cơ sở a 

                 [ ]a = 








2

1

c

c
thì  =c1 1 + c1 2  (u,v)=c1(3,-7) + c2(-2,4) 

1
1 2

1 2 2

2
3 2

7 2
7 4

2

c v u
c c u

u v
c c v c

  
  

    
    



               

Từ  =c1 1 +c1 2  ta có: 

       f( )=f(c1 1 + c2 2 ) = c1f( 1) + c2f( 2 ) 

               = (- 2u–v)(-1,4,2) + (
2

37 vu 
)(5, – 8, 3) 

               = 
2

1
(31u + 13 v, 72u + 32v, 29u + 13v) 

Vậy f( )=
2

1
(31u +13v,72u+32v,29u+13v) 

4.2. MA TRẬN BIỂU DIỄN ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH 

4.2.1. Định nghĩa: 

Ma trận D  Mm x n(K) có cột thứ j là [f(bj)]C , j = n,1  được gọi là ma trận biểu diễn ánh xạ 

tuyến tính f theo cặp cơ sở B, C ký hiệu C

Bf ][   

Ví dụ:  f: R
3
     R

2
 

      (u, v, w)     (2u – 7v +  w, u 5  - 6v + 9w) 

R
3
 có cơ sở Bo={ 1 , 2 , 3 } 

R
2
 có cơ sở 0B  = { 1 , 2 } 

Tính f( 1 ) = (2, 5 ) => [f( 1 )]B’o = 








5

2
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         f( 2 ) = (-7, -6) => [f( 2 )]B’o= 












6

7
 

        f( 3 )=( ,9) => [f( 3 )]B’o= 








9


 

Suy ra: 

        [f
'

] oB

Bo = 












965

72 
 

4.2.2. Định lý: 

Với mọi xV, [f(x)]C=[f
C

B] .[x]B 

Ví dụ: Cho fL(R
3
, R

2
) 

           R
2
 có cơ sở B={b1=(- 2,1), b2=(-5,2)} 

           R
3
 có cơ sở Bo={ 1 , 2 , 3 }  

 biết rằng ma trận biểu diễn f theo cặp cơ sở Bo, B: 

                       B
BO

f = 












722

413
 

Tìm f=? (viết biểu thức của f) 

Giải 

    Xét  =(u,v,w) R
3
. Tìm f( ) = f(u,v,w) =? 

             [f( )]B = [f B

Bo] [ ]Bo 

   Ta có: [ ]a = [ ]Bo = 

















w

v

u

 

  [f( )]B = 





























w

v

u

722

413
= 













wvu

wvu

722

43
 

   f( ) = ( - 3u + v + 4w)b1 + (2u – 2v + 7w)b2 

          = (-3u + v + 4w)(-2, 1) + (2u – 2v + 7w)(-5, 2) 

          = (-4u + 8v – 43w, u – 3v + 18w) 

  Vậy f(u, v, w) = (- 4u + 8v -43w, u – 3v + 18w),   (u, v, w) R
3
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4.2.3. Mệnh đề: 

 Nếu f L(V, W), g    L(W, U) và A, B, C là các cơ sở được sắp tương ứng của V, W, U thì  

   [gof]
C

A  = [g] C

B .[f] B

A  

Ví dụ 

 [g] C

B = 






















0334

2219

1052

 

         [f B

A] = 

























07

10

32

21

 

[gof]
C

A  = [g] C

B  [f B

A]  = 






















0334

2219

1052

























07

10

32

21

 

  =




















202

2321

1915

 

4.2.4. Định lý: 

Cho f L(V, W), A và B tương ứng là cơ sở được sắp của V và W. Khi đó f khả nghịch nếu 

và chỉ nếu [f] B

A  khả nghịch. 

4.2.5. Mệnh đề:  

Gọi PMn(K) là ma trận đổi cơ sở từ B sang B’ trong V, QMn(K) là ma trận đổi cơ sở từ 

C sang C’ khi đó: 

   [f] '

'

C

B = Q
-1

 [f] C

B .P 

Ví dụ: 

  f : R
3
   R

2
 

  (u, v, w)   (5u + v -7w, 4w – 8u +3v) 

R
3
 có hai cơ sở B = Bo và B’ = {c1 = (1, 2, 2), c2 = (2, 0, 3), c3 = (2, 1, 3)} 

R
2
 có hai cơ sở C = Bo và C’ = { 1 =(4, -3), 2 =(5, 1)} 
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  Viết [f] C

B , rồi suy ra [f]
'

'

C

B  

Giải:  

* [f] C

B  

f( 1 ) = f(1, 0, 0) = (5, -8) 

f( 2 ) = f(0,1 0) = (1,3) 

f( 31 ) = f(0 0, 1) = (-7, 4) 

[f] C

B  = ([f( 1 )]C [f( 2 )]C [f( 3 )]C) 

       = 












438

715
 

*P=P( B B’) = 
















332

102

221

 

*Q=P( C C’) = 








 13

54
 

=> Q
 – 1

 = 
19

1







 

43

51
 Q

- 1
 = 

Q

1
.C

T
 

[f] '

'

C

B  = 
19

1







 

43

51













438

715

















332

102

221

 

 =
19

1













43493

5937
 

4.3. NHÂN VÀ ẢNH CỦA ÁNH XẠ TUYẾN TÍNH  

4.3.1. Mệnh đề: 

Cho fL(V,W). Khi đó: 

i) Ký hiệu Im(f)=f(V)=không gian ảnh của ánh xạ tuyến tính f 

                               = ảnh của toàn bộ V qua ánh xạ tuyến tính f 

ii)  Nếu a là một cơ sở của V thì f(a) là một tập sinh của Im(f) = f(V). 
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Từ tập sinh f(a) của Im(f), ta sẽ tìm ra một cơ sở của Im(f). 

iii) Chọn K = { }  W thì f
-1

(K)   V 

Ký hiệu ker(f) = f
-1

 ( W) ={   V /f( ) =  W } 

 Muốn tìm cơ sở cho ker(f) ta chỉ cần tìm cơ sở cho không gian lời giải (không gian nghiệm) 

của hệ phương trình tuyến tính f(x) =  . 

Ví dụ: 

f: R
4
 R

4
 

(u,v,w,t)  (u + 2v + 4w – 7t, -3u – 2v + 5t, 2u + v – w – 2t, 3u + v – 3w – t) 

Tìm cơ sở cho Im(f) 

Chọn một cơ sở a tùy ý của R
4
, chẳng hạn: ta chọn cơ sở chính tắc như sau: 

f( 1 )=f(1,0,0,0)=(1,-3,2,3); f( 2 )=f(0,1,0,0)=(2,-2,1,1);  

f( 3 )=f(0,0,1,0)=(4,0,-1,-3); f( 4 )=f(0,0,0,1)=(-7,5,-2,-1) 

Ta sẽ đi tìm cơ sở từ một tập sinh: 

Lập ma trận: 



















































1257

3104

1122

3231

)(

)(

)(

)(

4

3

2

1









f

f

f

f

 

Dùng các phép biến đổi sơ cấp trên dòng để đưa ma trận về dạng bậc thang 
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Im(f) có một cơ sở là D={ 1 =(1,-3,2,3), 2 =(0,4,-3,5)}=>dimIm(f)=2 

 Tìm một cơ sở cho không gian Ker(f) 

Ker(f)= }0)(/{ 4   fR  

Giải hệ phương trình f( )=0 với  =(u, v, w, t) 























033

022

0523

0742

twvu

twvu

tvu

twvu

 

























































00000

00000

04310

01201

01313

02112

05023

07421

 

nghiệm w, t  R tùy ý, u = 2w – t, v = 4t – 3w 

Cho w = 1, t = 0 ta có  1 = (2, -3, 1, 0) 

Cho w = 0, t = 1 ta có  2 = (-1, 4, 0, 1) 

Vậy Ker(f) có cơ sở là C = { 1 = (2, -3, 1, 0),  2 = (-1, 4, 0, 1)} => dimIm(f) = 2 

4.3.2. Mệnh đề: 

f đơn ánh nếu và chỉ nếu ker(f) = 0. 

4.3.3. Định lý: 

Khi V=V
n
 thì dimV=dimIm(f)+dimKer(f)=n  

4.4. TOÁN TỬ TUYẾN TÍNH 

Một ánh xạ tuyến tính từ V vào chính nó được gọi là một tóan tử tuyến tính (hay một phép 

biến đổi tuyến tính, hay một tự đồng cấu tuyến tính) trên V. Tập hợp tất cả các toán tử tuyến tính 

trên V được ký hiệu là L(V). 

 

 

 



Tài liệu giảng dạy môn Đại số tuyến tính 56 

 BÀI TẬP CỦNG CỐ: 

4.1. Cho K là trường con của trường số phức C và f là ánh xạ từ K
3
 sang K

3
 được định nghĩa bởi: 

 f(x1, x2, x3) = (x1 – x2 + 2x3, x1 – x2 + 3x3, x1 – 3x2 + 8x3) 

a) Kiểm chứng f là ánh xạ tuyến tính. 

b) Nếu x = (a,b,c) là một véctơ của K
3
, tìm điều kiện trên a,b,c sao cho x  Im(f), hạng của f ? 

c) Tìm điều kiện trên a,b,c để x  Ker(f). Xác định không gian Ker(f). 

4.2. Tìm một ánh xạ tuyến tính f từ R
3
 đến R

3
 có Im(f) là     2,1,2,1,0,1  . 

4.3. f là toán tử tuyến tính trên R
3
 với: 

 f(x1, x2, x3) = (2x1, x1 + x2, 3x1 + x2 – x3). 

a) f khả nghịch hay không ? Tìm f
-1

, nếu có. 

b) Chứng minh (f
2
 – I)(f – 2I) = 0 

4.4. Cho f là ánh xạ tuyến tính từ R
3
 sang R

2
 được định nghĩa bởi: 

 )2,(),,( 1321321 xxxxxxxf   

a) Ma trận biểu diễn của f đối với 2 cơ sở chính tắc B0 (của R
3
 ) và B’0 (của R

2
 )là gì? 

b) Với cặp cơ sở B = {b1,b2,b3} và B’ = {c1,c2}, trong đó b1 = (1,0,-1), b2 = (1,1,0), 

b3=(1,0,0), c1 = (1,1), c2 = (1,0), thì ma trận biểu diễn của f đối với B, B’ là gì ? 

4.5. Cho f là toán tử tuyến tính trên R
3
 có ma trận biểu diễn đối với cơ sở chính tắc là: 

 A = 
















 321

110

231

 

Tìm một cơ sở cho Im(f) và một cơ sở cho ker(f). 

4.6. Trong không gian R
3
 cho các vectơ u1 = (1, 0, 1), u2 = (0, 1, 1), u3 = (1, 1, 0). Gọi f là toán tử 

tuyến tính trên R
3
 định bởi: f(x, y, z) = (x – y, y – z, z – x) 

a) Chứng tỏ B1 ={u1,u2,u3} là cơ sở của R
3
. Xác định ma trận chuyển cơ sở từ B1 sang cơ sở 

chính tắc 0B  của R
3
. 

b) Tìm ma trận biểu diễn của f theo cặp cơ sở B0, B1. 

c) Cho u=(1,2,3). Hãy tìm tọa độ của u và f(u) theo cơ sở B1. 

d) Tìm cơ sở và số chiều của Im(f), ker(f). Ánh xạ f có song ánh hay không? Giải thích? 
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4.7. Trong không gian R
3
 cho các vectơ u1= (1,0,1) , u2 = (0, 1, 1), u3 = (0, 0, 1). Gọi f là toán tử 

tuyến tính trên R
3
 định bởi f(x, y, z) = ((m + 2)x + 3y + 2z, x + my + z, x + y + z) 

a) Chứng tỏ B1 = {u1, u2, u3 } là cơ sở của R
3
. Xác định ma trận chuyển cơ sở từ B1 sang cơ 

sở chính tắc Bo của R
3
. 

b) Tìm ma trận biểu diễn của f theo cơ sở  B1 

c) Cho u = (1,-1,1). Hãy tìm tọa độ của u và f(u) theo cơ sở B1. 

d) Định m để f là một song  ánh. Với m=0 hãy tìm cơ sở cho Im(f), ker(f). 

4.8. Cho ánh xạ tuyến tính f : R
3
 R

3
 có: B = {a1 = (1,1,1), a2 = (0,1,1), a3 = (0,0,1)} là một cơ 

sở của R
3
 và f(a1) = (2,5,12); f(a2) = (1,3,7); f(a3) = (-1,0,-1). 

a) Xác định biểu thức của ánh xạ f. 

b) Tìm cơ sở và số chiều của Im(f), ker(f). 

4.9. Cho ánh xạ tuyến tính f : R
3
 R

3
 phụ thuộc tham số m R có B ={a1 = (1,-2,1), a2 = (2,1,0), 

a3 =(1,0,0)} là một cơ sở của R
3
 và f(a1)=(m + 1,5–m, 2m -5);  f(a2)=(2m+1, m–1, 2m + 1); 

f(a3)=(m+1,m–2, m+2). 

a) Xác định biểu thức của ánh xạ f 

b) Định m để f là song ánh 

c) Với m = 4, hãy tìm cơ sở và số chiều của Im(f), Ker(f). 
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Chƣơng 5 

CÁC DẠNG CHÍNH TẮC CỦA MA TRẬN 

 Mục tiêu học tập: Sau khi học xong chương này, người học có thể: 

 - Nhận diện tóan tử và ma trận chéo hóa 

 

5.1.  ĐA THỨC ĐẶC TRƢNG 

5.1.1. Định nghĩa: 

Cho AMn(K). Ta gọi đa thức đặc trưng của A là đa thức pA(x)=det(xIn–A). 

Ta thấy pA(x) là một đa thức bậc n trên K. 

Ví dụ 1: 

 Nếu A=





















113

022

122

 thì pA(x)=det(xI3–A) =

113

022

122







x

x

x

=x
3
 – 5x

2
 + 7x –8. 

5.1.2. Định nghĩa: 

Cho f là một toán tử tuyến tính trên không gian V hữu hạn chiều. Ta gọi đa thức đặc trưng 

của f là đa thức bậc n: 

 pf(x) = det(xIn – A) = fA(x) 

với A là một ma trận biểu diễn f đối với một cơ sở B nào đó của V. 

Ví dụ 2: 

 Cho f là một toán tử tuyến tính trên R
3
 xác định bởi: 

 f(x1, x2, x3) = (3x1 + x2 –x3, 2x1 + 2x2 – x3, 2x1 + 2x2). 

 A =  






















022

122

113

oB
f  nên đa thức đặc trưng của f là: 

pf(x) = det(xI3 – A) = 

x

x

x

22

122

113







 = x
3
 – 5x

2
 + 8x – 4 = (x-1)(x-2)

2
. 

5.2.  TRỊ RIÊNG, VECTƠ RIÊNG CỦA TOÁN TỬ TUYẾN TÍNH VÀ MA TRẬN VUÔNG: 

5.2.1. Định nghĩa: 

Cho f  L(V) và c  K 
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Đặt Ec = {  V/ f( )= c }={ V/ f( )–cIdV( )=0}={ V/ (f–cIdV)( )=0} 

Vậy Ec=Ker(f–cIdV) và Ec V (không gian con) 

Khi đó:  

- Nếu Ec{0} thì ta nói c là một trị riêng (trên K) của f. 

- EC là không gian riêng của f tương ứng với trị riêng c. 

- Mỗi  Ec\{0} gọi là vectơ riêng của f ứng với trị riêng c. 

Ta có:  

f(Ec)=




}0{

cE
 

Ví dụ 3:  

Tiếp theo ví dụ 2, ta có pf(x) = (x-1)(x-2)
2
 

Phương trình pf(x)=0 có 2 nghiệm x=1 và x=2  

Ta có: 

E2={X R
3
/(f–2IdV)(X)=0} 

E2 là không gian nghiệm của hệ phương trình ([f]Bo – 2I3)X = 0 

[f]Bo – 2I3=











































000

120

111

222

102

111

 

x3  R tùy ý, x2  = 3
2

1
x , x1 = 3

2

1
x  

E2 = {( 3
2

1
x , 3

2

1
x , x3)|x3  R} {0} 

Vậy: 

c = 2 là một trị riêng của f 

E2 là không gian riêng tương ứng với trị riêng là 2 

Cho x3 = 2 ta có  = (1, 1, 2) là vectơ riêng tương ứng với trị riêng là 2 

5.2.2. Định nghĩa: 

Cho A  Mn(K) và c  K. 

Đặt Ec = {X  K
n
/ AX

T
 = cX

T
}={ X  K

n
/ (A – cIn)X

T
 = 0} 

nếu c  0 
 

nếu c = 0 
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Khi đó:  

- Nếu Ec  {0} thì ta nói c là một trị riêng (trên K) của ma trận A. 

- EC là không gian riêng của ma trận A tương ứng với trị riêng c. 

- Mỗi    Ec\{0} gọi là vectơ riêng của ma trận A ứng với trị riêng c. 

Ví dụ: 

Cho A = 








61

65
 M2(Q) 

Đa thức đặc trưng pA(x) = |xI2 – A| = 
61

65





x

x
 = (x – 3)(x – 8) 

Ta có:  

E3 = {X  Q
2
/(A – 3I2)X

T
 = 0} 

Giải hệ (A – 3I2)X
T
 = 0 

A – 3I2 = 

















00

31

31

62










ax

ax

32

1
 

E3 = {X =(-3a, a)|aQ}  {0} 

Vậy:     c = 3 là một trị riêng của A trên Q 

E3 là không gian riêng của A ứng với trị riêng 3 

Cho a = 1 ta có X1 = (-3, 1) là một vectơ riêng của A ứng với trị riêng 3 

5.3.  TOÁN TỬ VÀ MA TRẬN VUÔNG CHÉO HÓA: 

5.3.1. Định nghĩa: 

Cho f  L(Vn) và A  Mn(K) 

(i) Toán tử f chéo hóa được (trên K) nếu có cơ sở 

A = { 1,  2, …,  n} của Vn sao cho  

[f]a = 





















nc

c

c









00

00

00

2

1

là ma trận đường chéo (c1, c2, …, cn  K) 

Suy ra: f( 1) = c1 1, f( 2) = c2 2, …, f( n) = cn n, nghĩa là a = { 1,  2, …,  n}gồm các 

vectơ riêng của f ứng với các trị riêng c1, c2, …, cn. 
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(ii) Ma trận vuông chéo hóa được nếu tồn tại P  Mn(K) khả nghịch thỏa 

P
-1

AP =  





















nc

c

c









00

00

00

2

1

 là ma trận đường chéo (c1, c2, …, cn  K) 

Ví dụ: 

(i) f: V3 = R2[x]   V3 = R2[x]  

  (x)  2x ’(x) + 5 (x) 

Xét cơ sở a = {1, x, x
2
} của V3  

f(1) = 2x(1)’ + 5(1) = 5(1) + 0x + 0x
2
 

f(x) = 2x(x)’ + 5x = 0(1) + 7x + 0x
2 

f(x
2
) = 2x(x

2
)’ + 5x

2
 = 0(1) + 0x + 9x

2
 

Ta có: [f]a = ([f(1)]a  [f(x)]a  [f(x
2
)]a ) = 

















900

070

005

 

Vậy: f chéo hóa được trên R 

(ii) Cho A = 























221512

241712

1067

  M3(R) 

Q = 




















432

110

643

 khả nghịch và Q
-1

 = 


















312

302

221

 

Đặt P = Q
-1

 thì P
-1 

= Q 

P
-1

AP = 



























































312

302

221

221512

241712

1067

432

110

643

=
















100

020

001

 

Vậy : A chéo hóa được trên R 

5.3.2. Định lý (nhận diện tóan tử và ma trận vuông chéo hóa được) 

a) Cho f  L(Vn). Ta nói: 

(i) f chéo hóa được (trên K) khi và chỉ khi 
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 mr

m

rr

f cxcxcxxp )()()()( 21

21   với c1, c2, …, cm  K_trị riêng 

(pf(x) tách được trên K) 

 dim jc rE
j
 , (1  j  m) 

(ii) f không chéo hóa được (trên K) khi và chỉ khi 

pf(x) không tách được trên K  

 k  {1, …, m}sao cho dim kc rE
k
  

b) Cho A  Mn(K). Ta có: 

(i) A chéo hóa được (trên K) khi và chỉ khi 

 mr

m

rr

A cxcxcxxp )()()()( 21

21   với c1, c2, …, cm  K_trị riêng 

(pA(x) tách được trên K) 

 dim jc rE
j
 , (1  j  m) 

(ii) A không chéo hóa được (trên K) khi và chỉ khi 

pA(x) không tách được trên K  

 k  {1, …, m}sao cho dim kc rE
k
  

5.3.3. Thực hành ( Ma trận chéo hoá ) 

a) Cho f  L( Vn ) 

 Tìm pf(x) = det(xIn - [f]) ( là cơ sở của Vn ) 

 Nếu pf(x) không tách được trên K thì f  không chéo hoá được. 

 Giả sử pf(x) = nr

n

rr
cxcxcx )()()( 21

21   ( tách được trên K ). 

 Tìm cơ sở aj cho 
jcE  = ker(f – cjIdvn); 1  j  n 

 Nếu k  {1,2,. . . . ,m} mà dimK 
kcE < rk thì f không chéo hoá được trên K. 

 Nếu dimF
jcE  = rj (1  j  m) thì f chéo hoá được trên K. 

 Lập a = a1  a2    am ( giữ nguyên thứ tự của các véctơ ) thì a là một cơ sở của 

Vn và: 
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 b) Cho A  Mn(K) 

 Tìm đa thức đặc trưng: pA(x) = det (xIn – A). 

 Nếu pA(x) không tách được thì A không chéo hoá được. 

 Nếu pA(x) = nr

n

r
cxcx )()( 1

1   ( tách được trên K ). 

 Tìm cơ sở aj cho 
jcE  = {X   Kn / (A – cjIn) X

T
 = 0} 

 Nếu k  {1, …, m} sao cho dimF
kcE  < rkthì A không chéo hoá được. 

 Nếu dimF
jcE  = rj (1  j  m ) thì A chéo hoá được trên K 

 Lập a
K
 = 

m

i

ia
1

(giữ nguyên thứ tự các véctơ) thì a là một cơ sở của Kn.  

Đặt P = P(0  a) (0 là cơ sở chính tắc của K
n
 ) 

Ví dụ:  

a) f  L(R3) có pf(x) = x
3
 – 1 = (x – 1)(x

2
 + x + 1) không tách được trên R ( vì  < 0 ). 

b) A  M4(Q) có pA(x) = x
4
 – 11x

2 
+ 18 = (x

2
 – 9)(x

2
- 2) 

     = (x + 3)(x – 3)(x
2
 – 2) không tách được trên Q 

 Vậy A không chéo hoá được trên Q 

Xem K = R thì pA(x) = (x + 3)(x – 3)(x + 2 )(x - 2 ) tách được trên R 

 Vậy A chéo hoá được trên R ( vì các nghiệm đều đơn) 

c) f  L(R
3
), f: R

3
  R

3
 

      (u,v,w)  (3v – u – w, 5v – 3u – w, 3v – 3u + w) 
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133

153

131

0
f  

pf(x) = det(xI3 - [f]o) = 

133

220

131

133

153

131

322















x

xx

x

ddd

x

x

x

 

 )1()2(
43

21
)1)(2(

433

020

231
222

233 











  xx
x

x
x

x

x

x

ccc  

Vậy pf(x) tách được trên R (c1 = 1 , c2 = 2, r1 = 1, r2 = 2) 

* Tìm cơ sở a2 cho 
2cE  = E2 = ker(f – 2I 3R

d ) 

  (u,v,w)  E2  (f – 2I 3R
d )(u,v,w) = 0 

             f(u,v,w) - 2I 3R
d (u,v,w) = 0 

             (3v – 3u – w, 3v – 3u – w, 3v – 3u – w) = (0,0,0) 

    0133

0133

0133

0133
























  

 Nghiệm: v = a, w = 3b, u = a – b, a,b  R 

 Cho a = 1, b = 0, ta có véctơ nghiệm 1 = (1,1,0) 

 Cho a = 0, b = 1, ta có véctơ nghiệm 2 = (-1,0,3) 

  E2 có cơ sở a2 = {1 = (1,1,0),2 = (-1,0,3)} và dimRE2 = 2 = r2 

* Tìm cơ sở a1 cho 
1cE  =  E1 = (f - I 3R

d ) 

 (u,v,w)  E1  (f - I 3R
d )(u,v,w)  = 0 

            (-2u + 3v – w,-3u + 4v – w,-3u + 3v) = (0,0,0) 

 


































































000

110

101

0110

0110

0011

0033

0143

0132

 

 Nghiệm: u = a, v = a, w = a 
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Cho a = 1 ta có véctơ nghiệm 3 = (1,1,1) 

 E1 có cơ sở a1 = {3 = (1,1,1)} và dimRE1 = 1 = r1 

 Vậy: 














22R

11R

2

2dim

1dim

)1()2()(

rE

rE

xxxp f

f chéo hoá được trên R 

Đặt a = a2  a1 = {1 = (1,1,0),2 = (-1,0,3),3 = (1,1,1)} thì a là một cơ sở của R
3
 và: 

  

 

 

d) Cho 

)(

121

101

365

3 QMA 




















  

* pA(x) = det(xI3 – A) =
121

020

965

121

220

365

121

11

365























x

x

x

x

xx

x

x

x

x

 

322 )2(
11

95
)1)(2( 




  x

x

x
x  

tách được trên R, c1 = 2, r1 = 3 

* Tìm cơ sở a1 cho 
1cE = E2 = {X  Q / (A – 2I3) X

T
 = 0} 

 Giải hệ (A – 2I3)X
T
 = 0 

  0121

0000

0000

0121

0121

0121

0363
















 
























 

Nghiệm x2 = a, x3 = b, x1 = b – 2a, a,b  Q tuỳ ý. 

Chọn   a = 1, b = 0 có véctơ nghiệm 1 = (-2,2,0) 

  a = 0, b = 1 có véctơ nghiệm 2 = (1,0,1) 

  E1 có cơ sở a1 = {1 = (-2,2,0),2 = (1,0,1)} và dimQE2 = 2 < r1 = 3 

Kết luận: A không chéo hoá được trên Q. 
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5.3.4. Hệ quả: 

Cho f  L(Vn) và A  Mn(K). Nếu pf(x) ( hoặc pA(x)) tách được và chỉ có nghiệm đơn 

trên K thì f (hoặc A) chéo hoá được trên K. 

Ví dụ: 

Cho )(

202

043

2127

3 RMA 






















  

A có chéo hoá được trên R không? ( nếu có tìm P khả nghịch  M3(R) để P
-1

AP là ma 

trận chéo) 

* pA(x) = det(xI3  - A) = )2(36)4(4)2)(4)(7(

202

043

2127









xxxxx

x

x

x

 

  = x(x + 1)(x – 2) tách được trên R và chỉ có nghiệm đơn. 

 Vậy A chéo hóa được trên R 

  (c1 = 0, c2 = -1, c3 = 2) 

Tìm cơ sở a1 cho 
1cE = E0 = {X  R

3
 (A – 0I3) X

T
 = 0} 

 Giải hệ (A – 0I3) X
T
 = 0 có được cơ sở không gian nghiệm: a1 = {1 = (4, 3, -4)} 

Tìm cơ sở a2 cho 
2CE  = E-1 = {X  R

3
  (A + I3) X

T
 = 0}  được a2 = { 2 = (1,1,-2)} 

Tìm cơ sở a3 cho 
3CE = E2 = {X  R

3
 (A – 2I3) X

T
 = 0} được a3 = {3 = (2,1,-1)} 

Đặt a = a1  a2  a3 = {1, 2 ,3 } thì a là cơ sở của R
3
 

Đặt P = P(0  a) =       




















124

113

214

321
00 
  

Thì 


















200

010

000
1 APP  

5.3.5. Ứng dụng: (luỹ thừa ma trận chéo hóa được trên K) 

 Cho A  Mn(K) chéo hóa được trên K. Ta tìm được P 
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 P  Mn(K), P khả nghịch mà 























nc

c

c

APP









00

00

00

2

1

1  

 12

1

00

00

00























 P

c

c

c

PA

n







 

do đó 











































k

n

k p

c

c

c

pA 12

1

00

00

00









12

1

00

00

00























P

c

c

c

P

k

n







 

[PHP
-1

]
k
 = PH

k
P

-1
 k  1 

12

1

00

00

00























 P

c

c

c

PA

k

n

k

k

k









 

Ví dụ:  11

20

1

01

20

1

01











































 PPAAPP  

 1

200

1

200

200

20

1

01

20

1

01







































 PPPPA  



Tài liệu giảng dạy môn Đại số tuyến tính 68 

 BÀI TẬP CỦNG CỐ 

5.1. Tìm trị riêng và cơ sở, số chiều cho không gian riêng của các ma trận sau: 

(a) A = 























496

375

254

;  (b) A = 

















 235

010

011

;  (c) A = 

















000

030

201

. 

5.2. Chứng tỏ các ma trận sau không chéo hóa được. 

(a) A = 

















210

020

003

;  (c) A = 























1134

031

101

. 

5.3. Trong các ma trận sau ma trận nào chéo hóa được? Giải thích? Trong trường hợp chéo hóa 

được hãy tìm dạng chéo hóa tương ứng. 

(a) A = 






















4917

91124

6919

;   (b) A = 






















313

043

241

; 

(c) A = 

























3000

0300

5520

0002

;   (d) A = 























1100

4010

4001

0000

. 

5.4. Cho f  L(R
3
), tìm đa thức đặc trưng , trị riêng, vectơ riêng của f, f có chéo hóa được hay 

không? 

a) (u, v, w)  R
3
, f(u, v, w) = (13u + 2v – 8w, 6u + 2v – 4w, 18u + 3v –11w) 

b) (u, v, w)  R
3
, f(u, v, w) = (4w – 2v – u, 2v – 2u + 2w, 4u – w + 2v) 

c) (u, v, w)  R
3
, f(u, v, w) = (u – 2v – 2w, 4u + 4v – 4w, u – v – 2w). 

5.5. Cho A  M3(R). Chứng minh A chéo hóa được (hoặc không chéo hóa được) trên R. Nếu A 

chéo hóa được thì chỉ ra ma trận khả nghịch P  M3(R) thỏa P
-1

AP là ma trận đường chéo rồi tính 

A
2000

 bằng 2 phép tóan nhân ma trận 

a) 






















202

043

2127

;  b) 






















133

153

131

;  c) 






















496

375

254

. 



Tài liệu giảng dạy môn Đại số tuyến tính 69 

Chƣơng 6 

KHÔNG GIAN EUCLIDE 

 Mục tiêu học tập: Sau khi học xong chương này, người học có thể: 

 - Nhận diện không gian Euclide 

 - Tìm cơ sở trực giao và trực chuẩn 

 

6.1.  ĐỊNH NGHĨA KHÔNG GIAN EUCLIDE 

6.1.1. Tích vô hƣớng (tích trong) 

Một tích vô hướng trên V là một ánh xạ 

 :VxV  R 

( , )   ( ), =  |  

thỏa các điều kiện: 

(i) V  ,0|  (dấu “=” chỉ xảy ra khi  = 0) 

(ii) VRccc   ,,,||  

(iii) V  ,',,|'||'  (tuyến tính trái) 

(iv) V  ,,||  

Ghi chú: nếu |  là tích vô hướng trên V thì 

V  ,00||0  

|  tuyến tính phải (do (iii)). 

6.1.2. Không gian Euclide: là không gian vectơ thực có trang bị một tích vô hướng nào đó. 

Ví dụ:  

V = R
n
 ,   = (a1, …, an),   = (b1, …, bn)  R

n
 

Đặt  | a1b1 + a2b2 + … + anbn thì là tích vô hướng trên R
n
 (gọi là tích vô 

hướng thông thường hoặc tích vô hướng tiêu chuẩn). 

6.1.3. Độ dài vectơ – không gian hai vectơ. 

Cho V ,  



Tài liệu giảng dạy môn Đại số tuyến tính 70 

(i) Đặt    độ dài của   

Vậy    0 ,   = 0 =>   = 0  = 0 

    0 =>   > 0. 

(ii) Khoảng cách giữa  , là: d(  , ) =    

Ví dụ:  

(i)   = (-2, 3, 6, 0)  R
4
 

   = 2222 063)2(   = 7 

(ii)  = (1, -5, 6, 4),   = (3, 0, 7, -2)  R
4
 

  666,1,5,2),(   d  

 Tính chất: 

(i)  .cc   

(ii)   (bất đẳng thức tam giác, dấu “=” chỉ xảy ra khi  ,  cùng phương, cùng 

chiều) 

(iii)  .  (dấu “=” chỉ xảy ra khi  ,  cùng phương) 

6.2.  CƠ SỞ TRỰC GIAO VÀ TRỰC CHUẨN: 

6.2.1. Ký hiệu: Cho   A, B  V,   V. 

(a) A + B = {( },/) BA   ; 

(b) },/{ BABA   ; 

}/{ BB    

(c) Ta nói    nếu 0  

B  nếu  0B  ( B  , ) 

BA nếu   ),,(0 BABA    

(d)  )0(}/{  AAVA  , ta có VA   
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6.2.2. Định nghĩa: 

Cho   A  V. 

(a) Ta nói A trực giao nếu với mọi )(:,   A  

(b) Ta nói A trực chuẩn nếu A trực giao và 1:   A . 

6.2.3. Mệnh đề: 

Cho   S  V. 

(a) Nếu S trực giao và  S thì S độc lập tuyến tính. 

(b) Nếu S trực chuẩn thì S độc lập tuyến tính. 

(c) },,,{ 21 nS   trực giao. Khi đó: 
22

2
2

1
2

21 nn     

(định lý Pitago mở rộng) 

Ví dụ: 

(a) V = R
4
, S = { 1 = (3, 6, 2, 1), 2  = (-6, 2, 3, 0), 3 = (2, -3, 6, 0)}  V 

Ta có:  133221 ,,    nên S trực giao và S độc lập tuyến tính (do 0  S) 

7,25 321    

=> T = 













3

3
3

2

2
2

1

1
1 ,,














  trực chuẩn 

( 1;,, 321313221   ) 

(b) 

2

2

0

(2sin 3 7cos 5cos 4 4sin 5 )x x x x dx



   = 
2

2sin3 ( 7cos ) 5cos4 ( 4sin5 )x x x x      

= 
2 2 2 2

2sin3 7cos 5cos4 4sin5x x x x      

= 4

2

2

0

sin 3xdx



  + 49 
2

0

2cos xdx  + 25 
2

0

2 4cos xdx  + 16 
2

0

2 5sin xdx  = 94  

6.2.4. Trực giao hóa, trực chuẩn hóa một cơ sở 

Quá trình trực chuẩn hóa Gram – Schmidt 

Bước 1: Chọn {u1, u2, …, un } là một cơ sở bất kỳ của không gian có tích vô hướng hữu hạn chiều 

V với dimV = n. 
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Bước 2: Xây dựng cơ sở trực giao {v1, v2, …, vn } của V như sau: 

;11 uv   

;1

11

12

22 v
vv

vu
uv   

2

22

23

1

11

13

33 v
vv

vu
v

vv

vu
uv   

………………………………………. 

.
1

1

i

n

i ii

in

nn v
vv

vu
uv 





  

Bước 3: Xây dựng cơ sở trực chuẩn {w1, w2, …, wn } của V bằng cách chuẩn hoá các vectơ trực 

giao đã xây dựng trong bước 2 như sau: 

n

n
n

v

v
w

v

v
w

v

v
w  ;;;

2

2
2

1

1
1   

Ví dụ: 

V = R
3
 có cơ sở a = { 1 = (1, 1, 1),  2 = (-1, 2, -3),  3 = (0, 1, -2)} 

Đặt )1,1,1(11   








 





3

7
,

3

8
,

3

1
)1,1,1(

3

)2(
)3,2,1(1

11

12

22 



  

3

1
7,8,

3

1

9

114
3

22

)1,1,1(
3

)1(
)2,1,0(2

22

23

1

11

13

33 













 









  = )6,4,10(

19

1
  

Vậy B = 








 )6,4,10(
19

1
),7,8,1(

3

1
),1,1,1( 321   là cơ sở trực giao của R

3
 

Đặt C = 












 )3,2,5(
38

1
),7,8,1(

114

1
),1,1,1(

3

1

3

3
3

2

2
2

1

1
1














  là 

cơ sở trực chuẩn của R
3
. 

6.2.5. Định lý: 

Cho không gian Euclide V và Wm  V (dimRWm = m). Xét a = { 1,  2, …,  m}là một 

cơ sở trực chuẩn (tùy ý) của Wm. 
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Ta có: 
mW  = {   V / mW } 

(a) V = Wm  
mW  

(b)     V, !  ’  Wm,  ”  
mW  thỏa   =  ’ +  ” 

Trong đó:  ’ = mm   2211  (độc lập với cơ sở trực chuẩn a) 

Và  ” =   -  ’ 

(c) Suy ra nếu V = Vn thì 













mnW

WWV

mR

mmn

dim
 

Ví dụ: 

V = R
4
, W2 ≤ V và W2 có cơ sở 

β = { β1 = (1,-1,2,3), β2 = (3,2,-4,1)} 

Tìm cơ sở D cho không gian 

2W  = {α  R
4
/α  W2 } ta có α  W2   α  cơ sở β 

 α  β1 và α  β2  

( nếu α  W2 thì hiển nhiên α  β1 và α  β2 . Nếu α  β1 và α  β2 thì <α/β1>=0=<α/β2>) 

=> <α/c1β1 + c2β2> = 0  c1c2  R 

=> α  β2 (vì W2 = { β= c1β1 + c2β2/c1c2  R }) 

Vậy 

2W  = { α = (u,v,w,t)  R
4
/ α  β1  α  β2 } 

      = { α = (u,v,w,t)  R
4
/ <α/β1>  = <α/β2> = 0} 

      

















0423

032
/,,  4

twvu

twvu
Rwvu    













































0
5

8
210

03211

081050

03211

01423

03211
 

nghiệm: 


















twv

tu

ýtùytw

5

8
2

5

7

,

 

Cho w = 1, t = 0 ta có véctơ nggiệm 1 = (0,2,1,0) 

        t = 1, w = 0 ta có véctơ nghiệm 2 = 







 1,0,

5

8
,

5

7
 

=> 

2W  có cơ sở = { 1 = (0,2,1,0), 2 = 







 1,0,

5

8
,

5

7
 } 

V = R
4
 =  22 WW  
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6.2.6. Bài toán cực tiểu hóa: 

a/ Vấn đề: Cho Wm  ≤ V với V là không gian Euclide. Cho trước  V. Ta muốn tìm   Wm sao 

cho   -   = min {  -  /   Wm } 

b/ Giải quyết  Ta có: V =  mm WW  

 

Phân tích:  = ’ + ’’ 

Trong đó ’ =



m

j

j

1

/ j  

Và a = { 1, …., n } là  

Cơ sở trực chuẩn tùy ý của Wm 

Đặt d(,Wm) =  - : k/c từ  đến Wm 

 ’ = prWm 

Bài toán cực tiểu hóa có nghiệm duy nhất 

 

 = ’ = prWm 

và  mW  |min  

Ví dụ:  

V = R
3
 

W2 có cơ sở a = { )}4,1,1(),2,1,3( 21   . Xét   = (1, 1, 1)  V. Tìm 
2wpr  và d( ,w2) 

Trực chuẩn hóa cơ sở a 

11    
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12

1

12

22 



   = (1, -1, 4) - 



































































2

1

3

2

1

3

2

1

3

4

1

1

 213  

= (1, -1, 4) – 
7

2
( -3, 1, 2) = 

7

1
(13, -9, 24) 

=>  )24,9,13('7),2,1,3( 2212    là cơ sở trực giao của W2. 

=> 





















 )24,9,13(
826

1
),2,1,3(

14

1
, 21

2

2
2

1

1
1 









E  

P
2wr   =  ’ = <  / 1 > 1  + <  / 2 > 2  

  

)24,9,13(
413

14
)24,9,13(

826

28

)24,9,13(
413

14
)24,9,13(

826

28
)24,9,13(

24

9

13

1

1

1

826

1
)2,1,3(

2

1

3

1

1

1

14

1









 

d( ,W2) = 
2

Pr W  

     = )24,9,13(
413

14
)1,1,1(   

     = )336,126,182()413,413,413(
413

1
  

     = 222 77539231
413

1
)77,539,231(

413

1
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 BÀI TẬP CỦNG CỐ 

6.1. Xét không gian Euclide R
4
. Hãy xác định hình chiếu prwu và khoảng cách d(u,w) trong mỗI 

trường hợp sau: 

a) u = (4, -3, -1, 4) và W là không gian lời giải của hệ phương trình tuyến tính AX = 0 với 

A = 





























9713

6152

6132

3421

 

b) u = (4, 2, -5, 1) và W là không gian lời giải của hệ phương trình tuyến tính AX = 0 với 

A  = 





























4362

3242

1120

2122

 

c) u = (1, 1, 1, 1) và W = <S> với S = {(1, 1, -1, -2); (5, 8, -2, -3); (3, 9, 3, 8)} 

d) u = (-1, 2, 0, 1) và W = <S> với S = {(1, 0, 2, 1); (2, 1, 2, 3); (0, 1, -2, 1)} 

6.2. Tìm a, b  R để mỗi giá trị tích phân dưới đây nhỏ nhất và tính các giá trị nhỏ nhất đó: 

a)   dxbxax

21

0

2

  ;  b)   dxbxax

21

1

21


  

c)   dxbeax x

21

0

  ;   d) dxxbxax 

2

0

2)cos2sin(  

e) dxxbax 



0

2)2cos2( ;  f) 




1

1

2)( dxbxae x
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Chƣơng 7 

DẠNG SONG TUYẾN TÍNH VÀ DẠNG TOÀN PHƢƠNG 

 

 Mục tiêu học tập: Sau khi học xong chương này, người học có thể: 

 - Nhận diện được dạng toàn phương 

 -  Đưa dạng toàn phương về chính tắc 

7.1. KHÁI NIỆM DẠNG TOÀN PHƢƠNG. 

 Xét trường K (K = Q, R, C, .. . ). 

7.1.1 Định nghĩa: 

Giả sử V là một K – Không gian véctơ n chiều. Ánh xạ: 

 
:

( , ) ( , )

V V R

x y x y





 


 

được gọi là một dạng song tuyến nếu  tuyến tính theo từng biến x,y, nghĩa là: 

a) ( ' ', ) ( , ) ' ( ', )x x y x y x y         

    x,x’,y  V, ,’  K. 

b) ( , ' ') ( , ) ' ( , ')x y y x y x y         

    x,y,y’  V, ,’  K. 

 Giả sử (x,y) là một dạng song tuyến trên V, E = {e1,e2,. . . . .en} là một cơ sở của V. Khi 

đó với hai véctơ x,y bất kỳ thuộc V 

 



n

i

iiexx
1

, 



n

j

iieyy
1

 

ta có ),(),(
11





n

j

iii

n

i

eeyxyx   

Đặt aij = (ei,ej) ta được 

 



n

j

jiij

n

i

yxayx
11

),(  (1) 

Ma trận A = (aij) được gọi là ma trận của dạng song tuyến tính  trong cơ sở E, ký hiệu là 

A = []E 

Ta có thể viết dạng song tuyến tính  dưới dạng ma trận:    
E

T

E yAxyx ),(  

Dạng song tuyến tính thường được viết dưới dạng (1). 
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Chú ý: nếu cơ sở không được chỉ rõ thì khi đó ta ngầm hiểu E là cơ sở chính tắc của V. 

Ví dụ: 

Dạng song tuyến tính 

 331322312111 732 yxyxyxyxyxyx    

có ma trận là  

  






















703

010

121

A  

Ta có thể đưa vào tập hợp tất cả các dạng song tuyến tính trên V cấu trúc không gian bằng 

các định nghĩa: 

 a) ).,('),(:),)('( yxyxyx    

 b) ( ).,(:),)( yxyx    

7.1.2. Định nghĩa:  

Giả sử V là một K – không gian véctơ n chiều. Dạng song tuyến tính (x,y) trên Vđược 

gọi là đối xứng ( tương ứng, phản đối xứng ) nếu: 

 Vyxxyyx  ,),,(),(   

 ( tương ứng, Vyxxyyx  ,),,(),(  ) 

 Ma trận của dạng song tuyến đối xứng  trong một cơ sở E bất kỳ là một ma trận đối xứng. 

Cũng như vậy, ma trận của dạng song tuyến tính phản đối xứng là một ma trận phản đối xứng. 

7.1.3 Định nghĩa: 

Giả sử  là dạng song tuyến tính đối xứng trên K – không gian véctơ V. Ánh xạ 

  Q:       V  K 

   x   (x,y) 

được gọi là dạng toàn phương trên V ứng với . 

 Nếu A là ma trận của dạng song tuyến tính  trong một cơ sở nào đó thì A cũng được gọi 

là ma trận của dạng toàn phương Q trong cơ sở ấy. Ta có A là ma trận đối xứng, nghĩa là A
T
 = A 

và khi đó: 

     
E

T

E AxxQ )(  

 Chú ý rằng khi cho Q thì  hoàn toàn xác định vì dễ thấy rằng 
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2

)()()(
),(

yQxQyxQ
yx


  

 Ví dụ đơn giản nhất của dạng toàn phương là 

  Q(x) = X
T
IX = X, với X = [x]E, E là một cơ sở nào đó của V. 

 Những ví dụ dưới đây sẽ cho thấy tương ứng giữa ma trận đối xứng A và dạng toàn 

phương X
T
AX: 

Ví dụ:  

Cho 









2

1

x

x
x . Tính X

T
AX đối với các ma trận sau: 

 a) 









30

04
A    b) 














72

23
A  

 a) 2

2

2

1

2

1

21

2

1

21 34
3

4
),(

30

04
)(,( xx

x

x
xx

x

x
xxAXX T 

























  

 b) 





















2

1

21
72

23
),(

x

x
xxAXX T  

       













21

21

21
72

23
),(

xx

xx
xx  

       

.743

7223

)72()23(

2

221

2

1

2

21221

2

1

212211

xxxx

xxxxxx

xxxxxx







 

Ví dụ: 

  Với véctơ = (x1,x2,x3)   R, cho 

  .8235)( 3221

2

3

2

2

2

1 xxxxxxxxQ    

 hãy viết dạng toàn phương này dưới dạng X
T
AX. 

Các hệ số của 2

3

2

2

2

1 ,, xxx  sẽ nằm ngang trên đường chéo của A. Để A là ma trận đối xứng, 

các hệ số của xixj với i  j sẽ phải chia đều giữa các phần tử (i,j) và (j,i) của A. Hệ số của x1x3 

bằng 0. Dễ dàng kiểm tra lại rằng: 

 






































3

2

1

321

240

432/1

02/15

),,()(

x

x

x

xxxAXXxQ T  
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7.1.4 Định nghĩa: (Đổi cở số cho dạng toàn phương) 

 Giả sử  nfffF ,,, 21   là cơ sở khác của V, 

   



n

i

iiji ecf
1

 

P = (cij) là ma trận chuyển cơ sở từ E sang F. 

 Nếu A, A’ là các ma trận của dạng song tuyến tính  trên V theo thứ tự trong cơ sở E và F 

thì 

 







 



n

l

llj

n

k

kkijiij ececffa
11

' ,),(   

    



n

lk

ljklki

n

lk

lkljki caceecc
1,1,

.),(  

Nghĩa là   A’ = P
T
AP          (2) 

7.2. DẠNG CHÍNH TẮC CỦA MỘT DẠNG TOÀN PHƢƠNG – ĐƢA DẠNG TOÀN 

PHƢƠNG VỀ CHÍNH TẮC 

7.2.1 Định nghĩa: 

Trong không gian Euclide R
n
 xét dạng toàn phương Q. Ta nói Q được đưa về dạng chính 

tắc nếu ta chỉ ra được một cở sở F = {fj} mà trong cơ sở này, ma trận của dạng toàn phương Q có 

dạng đương chéo, nghĩa là: 

     22

22

2

11F)( nnF

T

E xxxxAxxQ     

với:  























n

Fn

x

x

x

xdiagA


 2

1

21F ),,,,(   

 Ta sẽ chứng tỏ rằng một dạng toàn phương luôn có thể đưa về dạng chính tắc. 

7.2.2 Phƣơng pháp biến đổi trực giao 

 Xét dạng toàn phương 

  Q:  R
n
  R 

        x   Q(x) 

với ma trận A trong cơ sở chính tắc E của R
n
. A là một ma trận thực, đối xứng. Theo kết quả ở 

Chương 7, tồn tại cơ sở trực chuẩn F = {fj} gồm những véctơ riêng của A: 
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n

i

iiji ecf
1

.  

P = (cij) là ma trận chuyển cơ sở trực chuẩn, cho nên P là ma trận trực giao, nghĩa là: 

  P
T
 = P

-1
 

 Giả sử A’ là ma trận của Q trong F. Thế thì A’ là ma trận chéo với đường chéo là các trị 

riêng tương ứng với các véctơ riêng fi và ta có: 

  A’ = P
T
AP = P

-1
AP   theo (2) 

 Nếu x  R
n
 có toạ độ đối với cơ sở F là: 

    nnF fxfxxX  11  

 thì do A’ có dạng chéo nên 

  .')( 22

22

2

11 nn

T xxxXAXXQ     

 Do đó A’ = P
-1
AP nên A’ và A có cùng đa thức đặc trưng và i  chính là các trị riêng của A 

Ví dụ: 

Giả sử Q là dạng toàn phương trên không gian véctơ Euclide R
3
 xác định bởi: 

  211332 222)( xxxxxxxQ   

với   ),,( 321 xxxx   và 


















011

101

110

A  

 Đa thức đặc trưng của A là: 

     







 







 21

11

11

11
2

IA  

 Vậy 21   và 132    là các giá trị riêng của A, 1  là nghiệm đơn, 2  là nghiệm 

kép. Ta tìm các véctơ riêng, đồng thời sẽ là các cột của ma trận đổi cơ sở P: 

  













































000

110

011

211

121

112

21 IAIA   



Tài liệu giảng dạy môn Đại số tuyến tính 82 

và    




































000

000

111

111

111

111

2 IAIA   

 Do đó các véctơ riêng là: 

     0,1,1,1,1,1 21  vv  và  1,1,03 v  

 Thực hiện quá trình trực giáo hoá, trực chuẩn hoá, ta thu được các véctơ trực giao 
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2
,

6

1
,

6

1
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1
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2

1

3

1
,

3

1
,

3

1

3

2

1

v

v

v

 

 Và ma trận P của phép chuyển cơ sở chính tắc sang cơ sở trực chuẩn 

     321 ,, vvv  

là ma trận có các véctơ cột là các véctơ 321 ,, vvv   

P = 
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1
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1

2
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Nếu x = (x1, x2, x3) có tọa độ đối với cơ sở v1, v2, v3 là  

3

'

32

'

21

'

1 vxvxvxx   

 thì: 

  

































'

3

'

2

'

1

3

2

1

x

x

x

S

x

x

x

 

 hay: 

' ' '

1 1 2 3

1 1 1
,

3 2 6
x x x x    

  ' ' '

2 1 2 3

1 1 1
,

3 2 6
x x x x    
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' '

3 1 3

1 2

3 6
x x x   

 Thay x1, x2, x3 bằng các biểu thức trên dạng toàn phương cho Q(x), ta được dạng chính tắc 

toàn phương cho Q(x), ta đượcdạng chính tắc toàn phương 

  2'

3

2'

2

2'

1

2'

33

2'

22

2'

11 2 xxxxxx    

gồm các tổng bình phương. 

7.2.3 Phƣơng pháp Lagrange  

 Ý tưởng cơ bản của phương pháp Lagrange là từng bước đưa dạng toàn phương về dạng 

   ),,,(),,,( 21

2

1121 nn xxQxaxxxQ      (3) 

với Q1(x1, . . . , xn) chỉ có tối đa n – 1 biến: 

   ),,,(),( 32

2

2221 nn xxQxaxxQ    

 Bài toán được chia ra làm 2 trường hợp với các cách xử lý khác nhau: 

 1
o
. Trường hợp aii = 0, i = 1,2,. . . . .,n; 

 2
o
. Trường hợp có ít nhất một aii  0 với i nào đó. 

 Trường hợp 1
o
. aii = 0, i = 1,2,. . . ,n. 

 Ta tìm cách đưa về Trường hợp 2
o
. 

 + Nếu a12 = a13 = . . . = a1n = 0 thì dạng toàn phương chỉ còn n – 1 biến và chuyển xử lý 

cho Q(x2, . . . ,xn). 

 + Nếu ngược lại a12  0. Ta thực hiện biến đổi theo công thức:  
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 Cơ sở mới là E’ =  ''

3

'

2

'

1 ,,,, neeee  . Ma trận của phép đổi cơ sở trên là không suy biến và 

có dạng   
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 Sau phép biến đổi trên, dạng toàn phương Q có dạng 

  



n

ji

jiij xxaxaxaQ
2,

'''2'

212

2'

112 22  

và vì vậy, với phép biến đổi toạ độ trên, Trường hợp 1
o
 đưa về Trường hợp 2

o
. 

 Trường hợp 2
o
. Có ít nhất một aij  0 với i nào đó. 

 Không mất tính tổng quát, giả sử a11  0, 
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 Đặt a1 = a11 và 
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21 ,,,   

ta được 

  ),,( ''

21

2'

11 nxxQxaQ   

có dạng (3) với  ''

21 ,, nxxQ   là một dạng toàn phương với n – 1 biến. 

 Tiếp tục thuật toán với Q1, sau một số hữu hạn bước ta sẽ đưa Q về dạng chính tắc. 

 Cuối cùng, để viết được ma trận cơ sở, ta viết lại phép biến đổi trên dưới dạng 
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 Phép chuyển cơ sở sang cơ sở mới  ''

2

'

1 ,,,' neeeE  có ma trận là: 
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 Thuật toán Lagrange trình bày trên đây còn được gọi là “ khử các số hạng chữ nhật”. 

 Ví dụ:   

Cho dạng toàn phương Q trong R
4
 

 2

4

2

44232

2

2413121

2

1 24222)( xxxxxxxxxxxxxxxQ   

 Ta biến đổi như sau: 

 
   

  2

4434232

2

4321

2

4

3

24232

2

2

2

432

2

4321

263

24

xxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxQ




 

Đặt )( 4321

'

1 xxxxx   và khử số hạng chữ nhật của x4 

  
3

)
3

(3)(
2

3

32

23

24

2/

1

x
xx

x
xxxxQ   

Đặt 
3

3

24

/

2

x
xxx   và khử số hạng chữ nhật của 3x  

4

3
)

2

3
(

3

1
3)(

2

322
3

2/

2

2/

1

xx
xxxxQ   

Đặt 2

/

4
2

3

/

3 ;
2

3
xx

x
xx   

  2'

4

2'

3

2'

2

2'

1
4

3

1

1
3)( xxxxxQ   

 Đây là dạng chính tắc của dạng toàn phương đã cho. Phép biến đổi đã tiến hành là: 
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Ma trận chuyển cơ sở sang cơ sở chính tắc là: 
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2/3100
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Như vậy, cơ sở chính tắc là: 
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 BÀI TẬP CỦNG CỐ 

7.1. Trong không gian 4 , hãy đưa các dạng toàn phương sau về dạng chính tắc. 

a) ;3422)( 2

332

2

23121

2

1 xxxxxxxxxxQ   

b) ;)( 133221 xxxxxxxQ   

c) ;4245)( 3121

2

3

2

2

2

1 xxxxxxxxQ   

7.2. Trong không gian 4 , hãy dưa các dạng toàn phương sau về dạng chính tắc 

a) ;)( 4321

2

1 xxxxxxQ   

b) ;2)( 4321 xxxxxQ   

7.3. Đưa các dạng toàn phương sau về dạng chính tắc bằng các phép biến đổi trực giao. 

a) ;2)( 21xxxQ   

b) ;343)( 2

221

2

1 xxxxxQ   

c) 323121

2

3

2

2

2

1 222)( xxxxxxxxxxQ  ; 

d) ;462)( 2

4

2

331

2

2

2

1 xxxxxxxQ   

e) 2

3

2

23121

2

1 24)( xxxxxxxxQ  ; 

f) 2

332

2

23121

2

1 4622)( xxxxxxxxxxQ  ; 

7.4. Trong không gian 4  
, hãy đưa các dạng toàn phương sau về dạng chính tắc,  biện luận theo 

  và   về các chỉ số quán tính của các dạng toàn phương này. 

a) 43

2

221

2

1 2)( xxxxxxxQ   ; 

b) 434324321

2

1 )()()( xxxxxxxxxxxQ   ; 

7.5. Đưa  các dạng toàn phương sau về dạng chính tắc. 

a) 323121

2

3

2

2

2

1 2243)( xxxxxxxxxxQ  ; 

b) 434232413121)( xxxxxxxxxxxxxQ  ; 

2

3323121

2

1 3622)( xxxxxxxxxQ  ;
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