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Chƣơng 1 

ĐẠO HÀM VÀ VI PHÂN CỦA HÀM MỘT BIẾN 

------- 

 

 

 

 

 

 

1.1. Hàm số 

1.1.1. Khái niệm hàm số  

Cho D . Ánh xạ : Df   được gọi là một hàm số xác định trên D 

Tập D gọi là miền xác định của f. 

 ( )T f x x D   gọi là miền giá  trị của f. 

  , ( )G x f x x D   gọi là đồ thị của hàm số. 

Ví dụ: Hàm số 

 
  2

:

1

f

x y f x x



  

 


 

Tập xác định D  , tập giá trị  1;T   . 

1.1.2. Tính chất 

Cho các hàm số y=f(x) , y=g(x)  và y=F(x). 

a/ gf   khi và chỉ khi f,g có cùng miền xác định D và x D: f(x)=g(x)  . 

b/ f>g khi và chỉ khi f,g có cùng miền xác định D và x D: f(x) g(x)   . 

c/ F=f+g x D  là miền xác định của F thì F(x)=f(x)+g(x) . 

d/ Hiệu, tích, thương của f,g  được định nghĩa tương tự. 

e/ Hàm số y=f(x)gọi là tăng hay đồng biến 1 2 1 2 1 2x ,x D:x <x f(x )<f(x )    

f/ Hàm số y=f(x)  gọi là giảm hay nghịch biến 1 2 1 2 1 2x ,x D:x <x f(x )>f(x )    

g/ Hàm số y=f(x)  gọi là bị chặn (hay giới nội) trong D nếu k>0: f(x) <k, x D   . 

h/ Hàm số y=f(x)  gọi là hàm số chẳn trên miền đối xứng ( ; )a a  nếu ( ; ) :x a a    

f(-x)=f(x) . 

i/ Hàm số y=f(x)  gọi là hàm số lẻ trên miền đối xứng ( ; )a a  nếu ( ; ) :x a a    

f(-x)=-f(x) . 

 Mục tiêu học tập: Sau khi học xong bài này, người học có thể: 

- Tìm giới hạn, xét tính liên tục của hàm số. 

- Tính đạo hàm, vi phân của hàm. 
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j/ Hàm số y=f(x)  có tập xác định D , hàm số f gọi là hàm số tuần hoàn nếu tồn tại số 

0l   sao cho nếu x D  thì x l D   và f(x+l)=f(x) , số dương bé nhất trong các số l trên 

gọi là chu kỳ của hàm số tuần hoàn y=f(x) . 

Ví dụ: Hàm số y=sinx, y=cosx  tuần hoàn với chu kỳ 2 . Hàm số y=tanx,  y=cotx  tuần 

hoàn với chu kỳ . 

1.1.3. Hàm số hợp. 

1.1.3.1. Khái niệm 

Cho hàm số: :f X Y và :g Y Z . Hàm số :h X Z  gọi là hàm số hợp của gf ,  ký 

hiệu: h f g   xác định bởi      f g x f g x  

1.1.3.1. Ví dụ 1  

Cho 2( ) 1, ( ) sin 2f x x g x x    thì 

  2 2( ) ( ( )) ( ( )) 1 sin 2x 1f g x f g x g x     . 

   2 2( ) ( ( )) sin 2( ( )) sin 2( 1) sin 2x 1g f x g f x f x x      . 

1.1.4. Hàm số ngƣợc 

Cho hàm số  :f X Y , nếu f  là một song ánh thì 1 :f Y X   là hàm số ngược của f . 

Ví dụ: Hàm số 22  xy , hàm số ngược của nó là 
2

2


y
x ( hoặc 

2

2


x
y ). 

1.1.5. Một số hàm số sơ cấp cơ bản 

 Hàm số Rxy   , , miền xác định của nó phụ thuộc vào  . 

- Nếu N  thì RD  . 

- Nếu Z   thì  \ 0D R . 

- Nếu Q   thì D R . 

- Nếu Q   thì  \ 0D R . 

 Hàm số 1,0,  aaay x , xác định  0\ Rx , hàm số tăng khi 1a , giảm khi 

10  a . 

 Hàm số 1,0,log  aaxy a , là hàm số ngược của xay   xác định khi 0x , hàm số 

tăng khi 1a , giảm khi 10  a . 

 Hàm số lượng giác: 

- sin , cosy x y x   miền xác định là R . 
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- tan ,y x xác định khi (2 1) ,
2

x k k Z


   . 

- cot ,y x  xác định khi ,x k k Z  . 

 Hàm số lượng giác: 

- xy arcsin  là hàm số ngược của xy sin . 

- xy arccos  là hàm số ngược của xy cos . 

- xy arctan  là hàm số ngược của xy tan . 

- coty arc x  là hàm số ngược của coty x . 

 Hàm số hyperbol 

- 
2

x xe e
shx


  (sin hyperbol) 

- 
2

x xe e
chx


 (cosin hyperbol) 

- 
shx

thx
chx

  (tan hyperbol) 

- 
chx

cothx
shx

  (cotan hyperbol) 

Ta có các công thức: 

2 2 1ch x sh x      s 2x 2s x. xh h ch  

2 22xch ch x sh x      s x. x.h x y sh chy ch shy    

  x. x.ch x y ch chy sh shy      s x. x.h x y sh chy ch shy    

  x. x.ch x y ch chy sh shy   ;… 

1.2. Dãy số và giới hạn của dãy số 

1.2.1. Khái niệm 

 Định nghĩa 1. Hàm số RNu *:  ( *N  là tập các số nguyên dương). Những giá trị của 

hàm số ứng với ,...,...,3,2,1 nn   gọi là một dãy số.  

Đặt ),...(),...,2(),1( 21 nuuuuuu n  , dãy số được viết dưới dạng  nu  hoặc 

,...,...,,, 321 nuuuu ,  

Các số iu  gọi là các số hạng của dãy, nu  gọi là số hạng tổng quát của dãy. 

 Ví dụ: Dãy  











1n

n
un  là dãy số : ,...

1
,...,

3

2
,

2

1

n

n
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 Định nghĩa 2. Số a được gọi là giới hạn của dãy số  nu  khi n , ký hiệu 

aun
n




lim  hay aun   khi n , nếu 0, 0:N n N        thì  aun . 

Dãy số có giới hạn thì gọi là dãy số hội tụ, ngược lại gọi là dãy phân kỳ. 

Ví dụ: Chứng minh rằng 1
1

lim 
 n

n

n
. Thật vậy,  

0  bé tùy ý, ta có thể chọn một số rất bé cụ thể nào đó, chẳng hạn 
410

1
 . 

Muốn cho 110
10

1

1

1

10

1
1

1

4

44






 n

nn

n
aun  . Thì ta phải chọn 

410 1N   , lúc này ta sẽ có  1nu . 

 Định nghĩa 3. Dãy  nu  dần dến vô cùng khi n  tiến đến vô cùng nếu với 0M  lớn 

tùy ý, có số nguyên dương N  sao cho với mọi Nn  , ta luôn có Mun  . Ký hiệu: 




n
n

ulim . 

 Ví dụ: Chứng minh rằng  


n
n
lim . Thật vậy: nếu chọn 510M , muốn cho 

105 1010  nn  thì ta chọn 1010N . Lúc này Mnn  1010 . 

 Định nghĩa 4. Dãy  nu  gọi là vô cùng lớn nếu 


n
n

ulim ; dãy  nu  gọi là vô cùng bé 

nếu 0lim 


n
n

u . Lưu ý rằng nếu  nu  là vô cùng lớn thì 








nu

1
 là vô cùng bé và ngược lại. 

1.2.2. Các định lý về giới hạn của dãy  

1.2.2.1. Các tính chất 

- Nếu dãy  nu  có giới hạn là a  và  a p a p   thì tồn tại N sao cho với mọi 

Nn   ( )n nu p u p  . 

- Nếu dãy  nu  có giới hạn là a  và ( ),n nu p u p n    thì ( ).a p a p   

- Nếu dãy  nu  có giới hạn là a  thì a  là duy nhất. 

- Nếu dãy  nu  có giới hạn thì nó bị chặn, tức là nkuk n  ,:0 . 

1.2.2.2. Các định lý 

 Định lý 1. Cho lim , limn n
n n

u a v b
 

   

- Nếu nvu nn  ,  thì ba   

- Nếu nvu nn  ,  thì ba   



   

Tài liệu giảng dạy Môn Vi tích phân                      5 
 

 Định lý 2. Nếu nnn wvu   và awu n
n

n
n




limlim  thì avn
n




lim . 

Ví dụ: Tính )
1

...
3

1

2

1

1

1
(lim

2222 nnnnn
I

n 









 

Đặt 
nnnnn

vn













2222

1
...

3

1

2

1

1

1
 

Và 
nn

n
v

n

n
n




 22 1
 

Mặt khác 1lim
1

lim
22





  nn

n

n

n

nn
 

Theo định lý trên thì 1lim 


n
n

v . 

1.2.2.3. Các phép tính của giới hạn dãy số 

Nếu các dãy  nu , nv  hội tụ thì 

- Dãy  nn vu   cũng hội tụ và   n
n

n
n

nn
n

vuvu


 limlimlim . 

- Dãy  nn vu .  cũng hội tụ và   n
n

n
n

nn
n

vuvu


 lim.lim.lim . Hơn nữa   n
n

n
n

vkvk


 lim..lim  

- Dãy 








n

n

v

u
cũng hội tụ và 0lim,

lim

lim
lim 
















n

n
n

n

n
n

n

n

n
v

v

u

v

u
. 

* Một số công thức giới hạn dãy số thường gặp: 

a. 









 1

100
lim

a

a
an

n
,  

b. 0,1lim 


aan

n
, 

 c. 1lim 


n

n
n ,  

d. e
n

n

n



)

1
1(lim . 

1.3. Giới hạn của hàm số  

1.3.1. Khái niệm 

 Định nghĩa 1. Cho hàm số f xác định trên tập D. Số L được gọi là giới hạn của hàm số 

y=f(x)  khi x  dần về 0x  nếu: 00, 0 : ( )x x f x L            . Ký hiệu 

0

lim
x x

L


 . 
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 Ví dụ: Chứng minh rằng 4
2

4
lim

2

2






 x

x

x
.  

Ta chọn một   bé tùy ý cụ thể, chẳng hạn 
610

1
 .  

Muốn cho 
66

2

10

1
2

10

1
4

2

4





x

x

x
 thì ta chọn 

610

1
  . Lúc này ta sẽ có 

6

2

10

1
4

2

4






x

x
 và 4

2

4
lim

2

2






 x

x

x
. 

 Định nghĩa 2. Ta gọi L là giới hạn của y=f(x)  khi x  nếu 0,   0 :A x A    

( )f x L    . Ký hiệu: lim ( )
x

f x L


 . 

Đặc biệt: 

+ lim ( ) 0, 0 : ( )
x

f x a A x A f x a 


         . 

+ lim ( ) 0, 0 : ( )
x

f x a A x A f x a 


          . 

Ví dụ: Chứng minh rằng: 1
1

lim 
 x

x

x
. 

Vì 0,x   
1

( ) 1f x
x

   . Ta chọn A  là số dương lớn hơn 


1
 thì 

1
x A


    

( ) 1f x    .  Vậy 1
1

lim 
 x

x

x
. 

 Định nghĩa 3. Ta nói hàm số y=f(x)  có giới hạn bằng vô cùng khi 0xx   nếu: 

0,M   : ( )x f x M      . Ký hiệu 


)(lim
0

xf
xx

. 

Đặc biệt; 

+ MxfxxMxf
xx




)(:0,0)(lim 0
0

 . 

+ MxfxxMxf
xx




)(:0,0)(lim 0
0

 . 

Ví dụ: 
 xx 1

1
lim

1
. 

 Định nghĩa 4. Ta nói hàm số y=f(x)  có giới hạn bằng vô cùng khi x  nếu: 

MxfAxAM  )(:,0 . Ký hiệu 


)(lim xf
x

. 

Đặc biệt: 
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+ lim ( ) 0, 0 : x ( )
x

f x M A A f x M


        . 

+ MxfAxAMxf
x




)(:0,0)(lim . 

+ MxfAxAMxf
x




)(:0,0)(lim . 

+ MxfAxAMxf
x




)(:0,0)(lim . 

Ví dụ: 


x
x

lnlim . 

1.3.2. Một số công thức giới hạn: 

a. 1
sin

lim
0


 x

x

x
   b. 1

tan
lim

0


 x

x

x
 

c. 1
arcsin

lim
0


 x

x

x
   d. 1

arctan
lim

0


 x

x

x
 

e. 0,ln
1

lim
0





aa

x

ax

x
  f. 1

1
lim

0




 x

ex

x
 

g. 





 x

x

x

1)1(
lim

0
  h. 1

)1ln(
lim

0




 x

x

x
 

i. ex x

x




1

0
)1(lim    j. e

x

x

x



)

1
1(lim  

1.3.3. Giới hạn một phía 

 Định nghĩa: Số a được gọi là  giới hạn phải (trái) của hàm số )(xf  tại 0x  khi x  tiến về 

bên phải (trái) 0x . Ký hiệu: axf
xx




)(lim
0

( axf
xx




)(lim
0

) 

 Ví dụ:  

a. Dễ thấy 
0

1
lim

x x

   và 
0

1
lim

x x

  . 

b. Xét hàm số 
x

x
xf

sin
)(   tại 0x , ta có: 

1
sin

lim
sin

lim
00


  x

x

x

x

xx
 và 1

sin
lim

sin
lim

00





  x

x

x

x

xx
 

 Định lý: Điều kiện cần và đủ để )(lim
0

xf
xx

  là: 

+ 
0 0

lim ( ), lim ( )
x x x x

f x f x
  

    

+ )(lim)(lim
00

xfxf
xxxx  

 . 
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1.3.4. Các định lý và tính chất về giới hạn của hàm số 

1.3.4.1. Tính chất 

a/ Nếu Cxf )(  thì Cxf
xx




)(lim
0

. 

b/ Giới hạn a  nếu có của hàm số là duy nhất. 

1.3.4.2. Các định lý về phép tính giới hạn 

Giả sử Cxf
xx




)(lim
0

, Bxg
xx




)(lim
0

 thì:  

a/ BCxgxf
xx




))()((lim
0

 

b/ BCxgxf
xx

.))().((lim
0




 

c/ 0,)
)(

)(
(lim

0




B
B

C

xg

xf

xx
 

* Hệ quả: 

a/ Ckxfk
xx

.)(.lim
0




 

b/ )(lim))((lim
11 00

xfxf i

n

i
xx

n

i

i
xx








  

c/ )(lim).....(lim).(lim).(lim))().....().().((lim
00000

321321 xfxfxfxfxfxfxfxf n
xxxxxxxx

n
xx 

  

Đặc biệt: n

xx

n

xx
xfxf ))(lim())((lim

00 
 . 

1.3.4.3. Các tiêu chuẩn tồn tại giới hạn 

 Tiêu chuẩn Cauchy ( Tiêu chuẩn 1). Điều kiện cần và đủ để tồn tại giới hạn của )(xf  

khi 0xx   là: 0, 0      sao cho 1 2,x x  thỏa 1 00 ,x x     2 00 x x     thì 

 )()( 21 xfxf . 

 Tiêu chuẩn 2. Cho )(xf  xác định 0x . Nếu )(xf  đơn điệu tăng và )(xf  bị chặn 

trên thì )(lim
0

xf
xx

 . 

Tiêu chuẩn 3. Nếu 












axgxf

xgxhxf

xxxx
0

0

)(lim)(lim

)()()(
 thì axh

xx



)(lim

0

 

Ví dụ: Tính 
2

2 )!(sin
lim

x

xn

x 
.  

Ta có 
22

2 1)!(sin
0

xx

xn
  và 

2

1
lim 0
x x

 , suy ra 0
)!(sin

lim
2

2


 x

xn

x
. 
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1.3.5. Vô cùng bé và vô cùng lớn  

1.3.5.1. Vô cùng bé 

 Khái niệm. Hàm số )(xf  gọi là vô cùng bé (VCB) khi 0xx   nếu 0)(lim
0




xf
xx

. 

 Ví dụ:  

a. xxfx
x

sin)(0sinlim
0




 là VCB. 

b. xxfx
x

tan)(0tanlim
0




 là VCB. 

c. 
x

xf
xx

1
)(0

1
lim 


 là VCB. 

 Định lý. axfaxf
xx




)()(lim
0

 là VCB khi 0xx  , hay là )()( xaxf  , )(x  

là VCB khi 0xx  . 

* Tính chất: 

a. VCB.C=VCB 

b. VCB VCB=VCB 

c. VCB.BC=VCB 

d. VCB.HT=VCB 

Trong đó C- hằng số, BC- đại lượng bị chặn, HT- đại lượng hội tụ. 

Ví dụ:  
sin 1

lim lim .sin 0
x x

x
x

x x 
   với xsin  là đại lượng bị chặn. 

 So sánh các vô cùng bé. Cho ( ), ( )f x g x  là hai VCB khi 0xx  . Giả sử tồn tại 

0

( )
lim , 0

( )x x

f x
A A

g x
    . Khi đó  

a. Nếu 0A  thì ta nói )(xf  là VCB bậc cao hơn )(xg  hay )(xg  là VCB bậc thấp hơn 

)(xf , khi đó ta ký hiệu ))(()( xgOxf  . 

b. Nếu  A0  thì ta nói )(xf và )(xg  là hai VCB cùng hay cùng cấp, đặc biệt khi 

1A  ta nói )(xf  và )(xg  là hai VCB tương đương, khi đó ta ký hiệu )(~)( xgxf . 

c. Nếu A  thì ta nói )(xg  là VCB bậc cao hơn )(xf  hay )(xf  là VCB bậc thấp 

hơn )(xg , khi đó ta ký hiệu ))(()( xfOxg  . 

Ngược lại nếu giới hạn trên không tồn tại thì ta nói )(xg và )(xf  không so sánh được. 

 Định lý. 

a. Nếu ( ) ~ ( ), ( ) ~ ( )f x g x h x t x  trong đó ( ), ( )f x g x  là hai VCB khi 0xx   thì 
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0 0

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x x x

f x g x

h x t x 
 . 

b. Giả sử ( ), ( ), 1, ; 1,i jf x g x i n j m   là các VCB khi 0xx  . Khi đó  

0

0 0
0

1 2

1 2

( )( ) ( ) ... ( )
lim lim

( ) ( ) ... ( ) ( )

in

x x x x
m j

f xf x f x f x

g x g x g x g x 

  


  
. Trong đó )(

0
xfi là VCB bậc thấp nhất trong 

các )(xfi và )(
0

xg j  là VCB bậc thấp nhất trong các )(xg j . 

 Ví dụ:  

a. Khi 0x  thì các VCB sau là tương đương: sin ~ ,x x  tan ~ ,x x  arcsin ~ ,x x  

arctan ~ ,x x  ln( 1) ~ , 1~ ,(1 ) 1~ , 1~ lnx a xx x e x x ax a x a     . 

b. Tính 
1

5sin
lim

20  xx e

x
.  

Ta có khi 0x  thì sin5 ~ 5 ,x x  2 1~ 2xe x . 

Vậy 
2

5

2

5
lim

1

5sin
lim

020


  x

x

e

x

xxx
. 

c. 
 
30 0

n 1 2 2 2
lim lim

3 31xx x

l x x

xe 


 


 

1.3.5.2. Vô cùng lớn 

 Khái niệm. Hàm số )(xf  gọi là vô cùng lớn (VCL) khi 0xx   nếu 


)(lim
0

xf
xx

 

 Ví dụ:  

a. xxfx
x

tan)(tanlim

2





 là VCL. 

b. 
0

limcot ( ) cot
x

x f x x


   là VCL. 

c. 
x

xf
xx

1
)(

1
lim

0



 là VCL. 

*Tính chất 

a. VCL.VCL=VCL. 

b. VCL+BC=VCL. 

c. VCL+HT=VCL. 

d. Tổng hai VCL có thể không là VCL, nhưng tổng hai VCL cùng dấu là VCL. 

e. VCL
VCB

VCB
VCL


1

,
1

. 

Trong đó BC- đại lượng bị chặn, HT- đại lượng hội tụ. 



   

Tài liệu giảng dạy Môn Vi tích phân                      11 
 

 So sánh các vô cùng lớn. Cho ( ), ( )f x g x  là hai VCL khi 0xx  . Giả sử tồn tại 

0

( )
lim , 0

( )x x

f x
A A

g x
    . Khi đó  

a. Nếu 0A  thì ta nói )(xf  là VCL bậc thấp hơn )(xg  hay )(xg  là VCL bậc cao hơn 

)(xf . 

b. Nếu  A0  thì ta nói )(xf  và )(xg  là hai VCL cùng hay cùng cấp, đặc biệt khi 

1A  ta nói  )(xf  và )(xg  là hai VCL tương đương, khi đó ta ký hiệu )(~)( xgxf . 

c. Nếu A  thì ta nói )(xf  là VCL bậc cao hơn )(xg  hay )(xg  là VCL bậc thấp hơn 

)(xf . 

Ngược lại nếu giới hạn trên không tồn tại thì ta nói )(xg và )(xf không so sánh được. 

* Định lý. 

a. Nếu ( ) ~ ( ), ( ) ~ ( )f x g x h x t x  trong đó ( ), ( )f x g x  là hai VCL khi 0xx   thì 

0 0

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x x x

f x g x

h x t x 
 . 

b. Giả sử ( ), ( ), 1, ; 1,i jf x g x i n j m   là các VCL khi 0xx  . Khi đó  

0

0 0
0

1 2

1 2

( )( ) ( ) ... ( )
lim lim

( ) ( ) ... ( ) ( )

in

x x x x
m j

f xf x f x f x

g x g x g x g x 

  


  
. Trong đó )(

0
xfi  là VCL bậc cao nhất 

trong các )(xfi  và )(
0

xg j  là VCL bậc cao nhất trong các )(xg j . 

Lưu ý: Trong quá trình giải các bài tập ta sẽ gặp các dạng vô định: 
0

, ,
0




 0. ,  ,  

0 00 , ,0 ,1  . Khi đó ta phải khử các dạng vô định. 

1.4. Hàm số liên tục 

1.4.1. Khái niệm 

 Định nghĩa. Cho hàm số )(xfy   xác định trên miền D , Dx 0 . Hàm số )(xfy   

được gọi là liên tục tại 0xx   nếu )()(lim 0
0

xfxf
xx




. 

Nếu )(xfy   không liên tục tại 0xx   ta nói hàm số )(xfy   gián đoạn tại 0xx  . 

 Ví dụ: Xét hàm số  
s inx

, 0
x

1, 0

x
f x

x




 
 

 

Ta có 
0

sinx
lim 1 (0)

xx
f


  . Vậy ( )f x  liên tục tại 0x  . 
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 Định nghĩa. Cho hàm số )(xfy   xác định trên miền D , Dx 0 . Khi đó hàm số 

)(xfy   được gọi là liên tục trái (phải) tại 0xx   nếu: 
0 0

_

0 0lim ( ) ( ) ( lim ( ) ( ))
x xx x x x

f x f x f x f x
 



 
  . 

Hàm số )(xfy   được gọi là liên tục trong ( ; )a b  nếu )(xfy   liên tục tại mọi điểm 

của ( ; )a b . 

1.4.2. Các tính chất và định lý 

 Định lý. Hàm số )(xfy   liên tục tại 0xx   khi và chỉ khi )(xfy   liên tục trái và 

liên tục phải tại 0xx  . 

Ví dụ: Xét hàm số 

s inx
, 0

x

1, 0

x
y

x




 
 

 

Ta có 

 
0 0

sinx sinx
(0 ) lim lim 1 (0)

x xx x
f f

 



 
     

0 0

sinx sinx
(0 ) lim lim 1 (0)

x xx x
f f

 



 
       

Vậy ( )f x  liên tục phải tại 0x  , nhưng không liên tục trái tại 0x  . 

 Định nghĩa. Cho hàm số )(xfy   xác định trên D . Khi đó tập hợp các điểm 

( ,( ( ))M x f x  trong mặt phẳng tọa độ Oxy , khi x  thay đổi trong D  được gọi là đồ thị của 

hàm số )(xfy   trên D . 

 Định lý. Đồ thị của hàm số liên tục là một đường liền nét. 

 Định lý. Nếu )(xfy   liên tục trên đoạn  ;a b  thì )(xfy   bị chặn trên  ;a b , tức là 

0: ( ) ,M f x M x D     . 

 Định lý. Nếu )(xfy   liên tục trên đoạn  ;a b  thì )(xfy   đạt giá trị lớn nhất và giá 

trị nhỏ nhất trên  ;a b , tức là 
1

1 2

2

( ) ( ),
, :

( ) ( ),

f x f x x D
x x

f x f x x D

  
 

  
 

 Định lý. Nếu )(xfy   liên tục trên đoạn  ;a b  thì )(xfy   nhận mọi giá trị trung 

gian giữa ( )f a  và ( )f b . 

 Định lý. Nếu )(xfy   liên tục trên đoạn  ;a b  và ( ). ( ) 0f a f b   thì có ( ; )c a b  để 

( ) 0f c  , nói cách khác phương trình ( ) 0f x   có ít nhất một nghiệm trong  ;a b . 
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Ví dụ: Chứng minh rằng phương trình 9 43 1 0x x    có ít nhất một nghiệm trong (0;1) . 

1.4.3. Phân loại điểm gián đoạn: 

Cho hàm số )(xfy  . Điểm 0x là điểm gián đoạn của )(xfy   khi: 

a. )(xfy   không xác định tại 0x  

b. Không tồn tại giới hạn của )(xfy   khi 0x x  

c. Tồn tại giới hạn của )(xfy   khi 0x x , nhưng giới hạn này khác 0( )f x . 

Như vậy ta có thể phân loại các điểm gián đoạn như sau: 

+ Điểm 0x  là điểm gián đoạn loại 1 khi 0 0( ), ( )f x f x  . Đặc biệt khi 0 0( ) ( )f x f x  thì ta 

nói 0x  là điểm gián đoạn có thể bỏ được. 

+ Các trường hợp khác gọi là điểm gián đoạn loại 2. 

1.5. Đạo hàm 

1.5.1. Khái niệm 

1.5.1.1. Bài toán mở đầu 

Xét đường cong )(:)( xfyC  , một điểm ),( 000 yxM  cố định trên )(C  và một cát tuyến 

0MM . Nếu ),( yxM  chạy trên đường cong )(C  đến điểm ),( 000 yxM  mà cát tuyến 0MM dần 

tới một vị trí tới hạn 0TM , thì đường thẳng 0TM  gọi là tiếp tuyến của đường cong )(C  tại 

điểm ),( 000 yxM . Vậy khi nào thì )(:)( xfyC   có tiếp tuyến tại ),( 000 yxM  và hệ số góc 

của tiếp tuyến đó được tính như thế nào? 

 

 

 

 

 

 

 

 

Đặt  









)()()()( 0000

0

xfxxfxfxfyyy

xxx
 

thì hệ số góc của cát tuyến 0MM  là 
x

xfxxf

x

y











)()(
tan 00 . 

T 
 x 

O 

y 

   M(x,y) 

   
 M0(x0,y0) 
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Cho điểm ),( 000 yxM  tiến dần đến M dọc theo đường cong )(C , khi đó 0x , nếu tỉ 

số 
x

y




 dần tới một giới hạn xác định thì   cũng  dần đến một góc xác định là  , nghĩa là 

cát tuyến 0MM  dần tới vị trí tới hạn 0TM và tạo với Ox  một góc  . 

Từ đó, nếu tỉ số 
x

y




 dần tới một giới hạn xác định khi 0x  thì đường cong 

)(:)( xfyC   có tiếp tuyến tại điểm ),( 000 yxM và hệ số góc của tiếp tuyến là: 

x

xfxxf

x

y

xxx 











)()(
limlimtanlimtan 00

000
  

1.5.1.2. Định nghĩa 

Cho hàm số )(xfy   xác định trên miền D , Dx 0 . Cho biến x  số gia x  thỏa 

Dxx 0 . Xét số gia hàm số: )()( 00 xfxxff  . Ta gọi giới hạn I
x

f

x






 0
lim  (nếu 

tồn tại hữu hạn) là đạo hàm của )(xfy   tại 0x và ta cũng nói )(xfy  có đạo hàm tại 0x . 

Ký hiệu: I
x

xfxxf

x

y
xf

xx














)()(
limlim)( 00

00
0

/  

Nhận xét: nếu đặt xxx  0  thì I
xx

xfxf
xf

xx








0

0
0

/ )()(
lim)(

0

. 

Ví dụ: Tính đạo hàm của hàm số 2xy   bằng định nghĩa 2xy  : 

Giải 

 
 

 

/ 0 0
0

0 0

2 2
00 0

0 0
0 0 0

( ) ( )
( ) lim lim

. 2x( )
lim lim lim 2x 2x

x x

x x x

f x x f xy
f x

x x

x xx x x
x

x x

   

     

 
 

 

  
    

 

 

1.5.1.3. Đạo hàm một phía 

Cho hàm số )(xfy   xác định trên miền D , Dx 0 . 

Ta gọi giới hạn I
x

f

x





 0

lim ( I
x

f

x





 0

lim ) ( nếu tồn tại hữu hạn) là đạo hàm phải (trái) 

của )(xfy  tại 0x .  

Ký hiệu: + Đạo hàm phải )( 0

/ xfI   

  + Đạo hàm trái )( 0

/ xfI   
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*Định lý. 
/ /

/ 0 0

0 / /

0 0

( ), ( )
( )

( ) ( )

f x f x
f x

f x f x

 

 

 
  


 

1.5.2. Các quy tắc tính đạo hàm 

 

/ / / /

/ / / / /

/ /
/

2

( ) 0 ( )

( ) ( ) ( . ) . .

. .
( ) ( 0)

c u v u v

cu c u u v u v u v

u u v u v
v

v v

   

  


 

 

1.5.3. Đạo hàm hàm hợp, hàm ngƣợc: 

1.5.3.1. Đạo hàm hàm hợp 

Giả sử hàm số )(xuu   có đạo hàm )( 0

/ xu  tại 0x và )( 00 xuu  . Tại )( 00 xuu   hàm 

)(uyy   có đạo hàm )( 0

/ uy  đối với biến u . Khi đó tại 0x  hàm số ))(( xuyy   có đạo hàm 

)( 0

/
xyx  theo biến x  và )().()( 0

/

0

/

0

/
xuuyxy xux   hay ///

. xux uyy  . 

1.5.3.2. Đạo hàm hàm ngƣợc 

Giả sử các điều kiện sau được thỏa: 

a/ Hàm số )(xfy   có đạo hàm 0)( 0

/ xy  tại 0x  

b/ Hàm số )(xfy   là đơn ánh . 

c/ Hàm ngược )(ygx   liên tục tại )( 00 xfy   

Khi đó hàm số ngược của hàm số )(xfy   sẽ có đạo hàm )( 0

/ yxy  tại 0y  và 

)(

1
)(

0

/0

/

xy
yx

x

y  . 

Ta thường ký hiệu hàm ngược là )(yg  là )(1 xf   và khi đó 
/

/1 1
)(

f
f  . 

1.5.3. Các công thức đạo hàm cơ bản 

/ / 1

/ /

/ /

/ / 2

2

( ) 0 ( )

( ) ( ) ln

1
(log ) (sin ) cos

ln

1
(cos ) sin (tan ) 1 tan

cos

n n

x x x x

x

a

c x nx

e e a a a

x x
x a

x x x x
x

 

 

 

    

 

/ 2 /

2 2

1 1
(cot ) (1 cot ) (arcsin )

sin 1
x x x

x x
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/ /

22

/

2

1 1
(arccos ) ( cot )

11

1
(arctan )

1

x arc anx
xx

x
x

   





 

Ví dụ:  

a. 3 5 / 3 4 2(( 4) ) 5.( 4) .3x x x    

b. 4 3 1
(sin (ln )) 4sin (ln ).x x

x
   

1.5.3. Định lý (Tính có đạo hàm của hàm của hàm số sơ cấp) 

Hàm số sơ cấp có đạo hàm trên miền  xác định của nó. 

1.5.4. Định lý 

Nếu hàm số )(xfy   có đạo hàm tại 0xx   thì )(xf  liên tục tại 0xx  . 

1.6. Vi phân 

1.6.1. Khái niệm 

Cho hàm số )(xfy   xác định trên miền D , Dx 0 . Cho biến x  số gia x  thỏa 

Dxx 0 . Xét số gia hàm số: 

)()( 00 xfxxff  . 

Nếu f  biểu diễn được dưới dạng: 

/ ( ). ( )f f x x x     

trong đó ( )x  là vô cùng  bé bậc cao hơn x  khi 0x   thì )(xfy   được gọi là khả vi tại 

0x x  và biểu thức / ( ).f x x  gọi là vi phân của )(xfy   tại 0x x . Ký hiệu: / ( )df f x dx  

với dx x   hay / ( )
df

f x
dx

 . 

1.6.2. Định lý 

Hàm số sơ cấp khả vi trên miền xác định của nó. Nghĩa là nó có đạo hàm trên miền xác 

định của nó. 

1.6.3. Các quy tắc tính vi phân. 

 

2

( ) 0

( ) ( )

( )

d u v du dv dC

d Cv Cdv d uv vdu udv

u vdu udv
d

v v

   

  




 

Ví dụ:  Tính vi phân của các hàm số: 

a. y=sinx 
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Ta có: dy=d(sinx)=(sinx)’dx=cosxdx. 

b. y x  

    1
d x x

2
y d x x d d

x


   . 

1.6.4. Ứng dụng vi phân để tính gần đúng: 

Nếu )(xfy   khả vi tại 0x x  thì / ( ). ( )f f x x x    . Vì vậy khi x  khá bé ta có 

công thức xấp xỉ  như sau: /

0 0 0( ) ( ). ( )f x x f x x f x    . 

Ví dụ: Tính gần đúng biểu thức 4 15,8A   

Xét hàm số 4y x . 

Ta có 

3

4
4 3

1 1 1
.

4 4
y x

x



    

Chọn 0 0x 16 15,8 16 0,2x x x        . 

Áp dụng công thức /

0 0 0( ) ( ). ( )f x x f x x f x     

   44

34

1 1 1 1 319
16 0,2 0,2 16 . . 0,2 2

4 4 8 16016
A          . 

1.7. Đạo hàm và vi phân cấp cao 

1.7.1. Đạo hàm cấp cao 

 Định nghĩa. Gọi đạo hàm của ( )y f x  là / ( )f x  thì / ( )f x  là một hàm số theo biến 

x . Nếu / ( )f x  cũng có đạo hàm thì đạo hàm đó gọi là đạo hàm cấp hai của ( )y f x . Ký  

hiệu // / /( ) ( ( ))f x f x . 

Tương tự ta cũng định nghĩa được đạo hàm cấp ba của ( )y f x  và /// // /( ) ( ( ))f x f x .  

Đạo hàm của đạo hàm cấp  1n  của ( )y f x  được gọi là đạo hàm cấp n  của  f x . 

Ký hiệu: ( ) ( 1) /( ) ( ( ))n nf x f x . 

 Ví  dụ: Tính đạo hàm cấp n  của các hàm số: 

a. sinxy     b.
1

y
x

 . 

Giải 

a. sinx y =cosx sin
2

y x
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os sin 2.
2 2

y c x x
    

       
   

 

os 2. sin 3
2 2

y c x x
    

       
   

 

… 

 
sin

2

n
y x n

 
  

 
. 

b. 

 

 

  

   

       

2

3 3

4

1

1

1
1

1 2 1.2.

1 2 3 .

...

1 !
1 1.2.3... .

n

nn n

n

y y x
x

y x x

y x

n
y n x

x



 



 



   

    

    


  

 

 Công thức Lepnit: 

Nếu u, v là các hàm khả vi n lần thì:       

0

. .

n
n k n kk

n

k

u v C u v




 . 

Ví dụ: Cho hàm số 2. xy x e . Tính 
   20

0y . 

Giải 

Đặt 2 2x 2 0u x u u u         . 

 20x x... xv e v e v e     . 

           
20

20 18
20 20

0

0 0 . 0 .2.1 380
k n kk

k

y C u v C




   . 

1.7.2. Vi phân cấp cao 

 Định nghĩa. Ta cũng lý luận tương tự như trên và nếu / ( )df f x dx  là vi phân cấp một 

của ( )y f x  thì 2 // 2( )d f f x d x là vi phân cấp hai của ( )y f x . Hơn nữa, ký hiệu 

( ) ( )n n nd f f x d x  là vi phân cấp n của ( )f x . 

Ví dụ: a. sinx=sin(x+n )
2

n nd d x


   b. 
1

1 !
( 1)n n n

n

n
d d x

x x 
  . 

1.8. Các định lý cơ bản về hàm khả vi 



   

Tài liệu giảng dạy Môn Vi tích phân                      19 
 

1.8.1. Định nghĩa 

Cho ( )y f x  xác định trên D . Ta nói ( )y f x  đạt cực đại (cực tiểu) tại 0x D  nếu có 

một lân cận V của 0x  sao cho: 0 0( ) ( ), ( ( ) ( ), )f x f x x V f x f x x V        

Các điểm cực đại, cực tiểu nói chung gọi là cực trị địa phương. 

1.8.2. Định lý Fermat 

Nếu hàm số ( )y f x  đạt cực trị tại  điểm 0x  và tồn tại đạo hàm tại 0x  thì /

0( ) 0f x   

1.8.3. Định lý Roll 

Cho hàm số ( )y f x . Nếu các điều kiện sau thỏa: 

 a/ ( )f x  liên tục trên  ;a b  

 b/ ( )f x  khả vi trong  ;a b  

 b/ ( ) ( )f a f b  

Thì tồn tại  ;c a b  để / ( ) 0f c  . 

1.8.4. Định lý Lagrange 

Cho hàm số ( )y f x . Nếu các điều kiện sau thỏa: 

 a/ ( )f x  liên tục trên  ;a b  

 b/ ( )f x  khả vi trong  ;a b  

 Thì tồn tại  ;c a b  để / ( ) ( )
( )

f a f b
f c

a b





. 

1.8.5. Định lý Cauchy 

 Giả sử ( ), ( )f x g x  là hai hàm số thỏa: 

a/ ( ), ( )f x g x  liên tục trên  ;a b , khả vi trong  ;a b  

b/  / ( ) 0, ;g x x a b    

Thì tồn tại  ;c a b  để 
/

/

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

f c f a f b

g c g a g b





. 

1.8.6. Ví dụ 

Chứng minh các bất đẳng thức sau: 

a/ sinx-siny x-y , ,x y R    

b/ ln(1 ) , 0x x x     

c/ ln ,0
a b a a b

b a
a b b
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Chứng minh: 

a/ Xét hàm số ( ) sinxf x   

Ta có f  liên tục trên R , f  khả vi trên R  và có đạo hàm / ( ) osx, x Rf x c   . 

Áp dụng định lý Lagrange trên  ;a b R . Ta có ,c R a c b     thì  

  / ( ) ( ) s inx sin
( ) osx= (x-y). osx=sinx sin

f a f b y
f c c c y

a b x y

 
   

 
  

Từ đó sinx sin = (x-y). (x-y) . osx x-yy c    vì osx 1c   

b/ Ta có ln(1 ) , 0 ln(1 ) , 0x x x x x x          . 

Xét hàm số ( ) ln(1 ) , 0f x x x x      

Hàm số f  liên tục và có đạo hàm (hay khả vi)  / 1
( ) 1, 0;

1
f x x x

x
   


 

Áp dụng định lý Lagrange ta có:  

/ (0) ( ) 1 ln(1 ) 1
( ) 1 ( 1) ln(1 )

0 1 1

( ) ln(1 )
1

f f x x x
f c x x x

x c x c

c
x x x

c

   
        

   

    


 

Vì 0, 0c x   nên ( ) 0
1

c
x

c
 


. Ta suy ra điều cần phải chứng minh. 

1.9. Quy tắc De /L hopital 

1.9.1. Quy tắc 

Giả sử ( ), ( )f x g x  thỏa các tính chất sau: 

a/ 
0 0

lim ( ) lim ( ) 0
x x x x

f x g x
 

   hoặc 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x g x
 

  . 

b/ / ( ) 0g x   với mọi x  thuộc lân cận của 0x . 

Lúc này, nếu tồn tại 
0

/

/

( )
lim

( )x x

f x

g x
 (hữu hạn hoặc vô hạn) thì 

0 0

/

/

( ) ( )
lim lim

( ) ( )x x x x

f x f x

g x g x 
  

*Lưu ý rằng quy tắc trên có thể áp dụng nhiều lần liên tiếp cho đến khi giới hạn xác định. 

Quy tắc vẫn đúng khi x  dần đến vô tận. 

1.9.2. Ví dụ 

a/ Tính   
30

s inx
lim

xx

x




  

 

 
3 20 0 0 03

s inxsinx 1 osx sinx 1
lim lim lim lim

x 3x 6x 6
x

x x x x

xx c
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b/ Tính  
0

tanx-x
lim

sinxx x 
 

 

 

2

20 0 0 0

1
1tanx-xtanx-x 1 osxoslim lim lim lim 2

sinx 1 osx ossinx
x x x x

cc x

x c c xx
   




   
 

 

1.10. Công thức Taylor 

1.10.1. Định lý 

Nếu hàm số ( )f x  có đạo hàm hữu hạn đến cấp ( 1)n  trong một khoảng chứa x  và 0x , 

thì ta có công thức: 

/ // ( ) ( 1)
2 10 0 0

0 0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) (1)

1! 2! ! ( 1)!

n n
n nf x f x f x f c

f x f x x x x x x x x x
n n


         



trong đó c  nằm giữa x  và 0x , ta còn viết 
0

,0 1c x x     . 

Công thức (1) gọi là công thức Taylor, hàm ( )f x  khai triển theo công thức (1) gọi là 

khai triển Taylor hàm ( )f x  xung quanh điểm 0x . 

Ta gọi 
( 1)

10
0

( )
( )

( 1)!

n
n

n

f x
x x r

n


 


 là phần dư thứ n  trong khai triển Taylor. 

Khi 0 0x   (1) trở thành:  

/ // ( ) ( 1)
2 1(0) (0) (0) ( )

( ) (0) . ... . . (2)
1! 2! ! ( 1)!

n n
n nf f f f c

f x f x x x x
n n


     


 

Trong đó c  nằm giữa x  và 0 , ta còn viết ,0 1c x    . 

Công thức (2) gọi là công thức Maclarrin, hàm ( )f x  khai triển theo công thức (2) gọi là 

khai triển Maclarrin hàm ( )f x  xung quanh điểm 0 . 

1.10.2. Ví dụ 

Khai triển Taylor các hàm số xy e  tại x0=1. 

Ta có: 
 

, ,...,
nx x xy e y e y e     

2( 1) ( 1) ... ( 1)
1! 2! !

x n

n

e e e
e e x x x r

n
         . 

Với c nằm giữa x và 1. 

 

Công thức khai triển Maclaurin một số hàm cơ bản: 

+  
 

3 2 1
1

sinx ... 1
3! 2 1 !

n
n

n

x x
x r

n




     


. 
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+    
2

1
ln 1 ... 1

2

n
n

n
x x

x x r
n


        

+  
     21 1 ... 1

1 1 ...
1! 2! !

n
n

n
x x x x r

n

         
        (x>-1) 

1.10.3. Áp dụng công thức Taylor tính gần đúng của hàm số 

 

Áp dụng công thức Taylor, có thể tính gần đúng giá trị của hàm số với độ chính xác cao 

tùy ý nếu phần dư rn  dần đến 0 khi n . 

Ví dụ: 

Tính gần đúng số e. 

Ta có khai triển Taylor của xe : 

 

2 1
x1 ...

1! 2! ! 1 !

n n
x cx x x x

e e
n n



     


 

Thay x=1 vào khai triển trên ta được: 
 

1 1 1
1 ...

1! 2! ! 1 !

ce
e

n n
     


. 

Với n=6, ta có: 
1 1 1 1 1 1 517

1 2
1! 2! 3! 4! 5! 6! 7! 720 7!

c ce e
e             

Vì e<3 nên 1 3ce   và 
1 3

0,000198 0,000596
7! 7! 7! 7!

c ce e
      

2,718253 2,718652e    

Vậy 2,718e  . 
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BÀI TẬP CỦNG CỐ CHƢƠNG 1 

------- 

1. Tìm miền xác định của các hàm số sau: 

a/ 33y x x  ,     b/ 
x

x
xy






1

1
)2( ,  

c/ )4log( 2  xy ,    d/ 
x

x
y

sin
 . 

2. Xác định )(xf  biết 








5)1(,1)0(,0)2(

)( 2

fff

cbxaxxf
 

3. Xác định )(xf  biết 
( ) .

(2) 30, (0) 15, (4) 90

xf x a b c

f f f

  


  
 

4. Cho hàm số xxgxxxf 2)(,1)( 2  . Tìm ))(()),(()),(()),(( xfgxgfxggxff . 

5. Cho hàm số 
x

xf



1

1
)( . Tìm )))((()),(( xfffxff . 

6. Tìm )(xf  nếu: 

 a/ 23)1( 2  xxxf ,   b/ 
2

2 1
)

1
(

x
x

x
xf  . 

7. Tìm các giới hạn: 

a/
64

322
lim

3

23





 nn

nnn

n
,   b/ 

2

4

2 3
lim

5 2n

n n

n n

 

 
,  

c/ 
6 4

4

2 3 5
lim

5 2n

n n

n n

 

 
,    d/ 

3 31lim n
n




. 

8. Tìm các giới hạn: 

a/ 
25

72
lim

2

4





 nn

nn

n
,    b/ 

123

32
lim

2

2





 n

nnn

n
,  

c/ )3(lim 2 nnn
n




,   d/ )333(lim 2 nnn
n




, 

e/ )1(lim 22 


nnn
n

,   f/ 
)42(

1
lim

22  nnn
. 

9. Cho 1q , đặt n

n qqqqS  ...1 32 . Tìm n
n

S


lim . 

Áp dụng: Tìm các giới hạn: a. 
n

nn

n 3.75

3.42
lim






, b. 

nn

nn

n 5.34

7.52.3
lim






 

10. Tìm các giới hạn:  
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a/ n

n n
)

1
1(lim 


,    b/ n

n n

3)
2

1
1(lim 


,  

c/ n

n n

n
)

1

1
(lim






,    d/ 1)

1
(lim 

 

n

n n

n
. 

11. Tìm các giới hạn: 

a/ 
1

lim




 x

xx

x
,    b/ 

x

x

x

11
lim

0




,  

c/ xxx
x




lim ,   d/ 
1

lim




 x

xxx

x
 

e/ 
12

lim
43





 x

xxx

x
,   f/ 

)45(

2
lim

24 



 xx

x

x
,  

g/ )1(lim
3 23 xxx

x



,  h/ )))()(((lim 3 xcxbxax

x



, 

i/ )(lim xxxx
x




. 

12. Tìm các giới hạn: 

a/ 
103

202

2 )1612(

)2(
lim





 xx

xx

x
,   b/ 

52

5

0

)51()1(
lim

xx

xx

x 




 , 

c/ 
5)15(

)5)(4)(3)(2)(1(
lim





 x

xxxxx

x
 

d/ 
50

2030

)12(

)23()32(
lim





 x

xx

x
,  e/ 

2

1

32

)1)((

)1)...(1)(1)(1(
lim







n

n

n

x

nx

xxxx
, 

f/ 
1

...
lim

32

1 



 x

nxxxx n

x
, HD: Lưu ý công thức 

2

)1(
...321




nn
n  

g/ 
22

lim
ax

axax

ax 




,  h/ 

x

xn

x

11
lim

0




. 

13. Tìm các giới hạn: 

a/ 
x

x

x 3sin

5sin
lim

0
,     b/ 

20

cos1
lim

x

x

x




,   

c/ 
30 45

5sin.3sin.sin
lim

x

xxx

x
,    d/ 

x

x

x 3

5tan
lim

0
, 

e/ 
nx xn

nxxxx

!

sin....3sin.2sin.sin
lim

0
, f/ 

2

20

3x sin
lim

sin 2xx

x

x
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g/ 
2

0

1 os2x tan
lim

sinxx

c x

x

 
   h/ 

 
0

ln 1 3xsinx
lim

tan 3xx


. 

14. Tìm các giới hạn: 

a/ x

x
x

1

0
)1(lim 


,    b/ x

x x
)

1
1(lim 


,   

c/ x

x x
)

3
2(lim 


,    d/ 

2

)
1

1
(lim

2

2
x

x x

x






 

e/ x

x
x

1

0
)sin1(lim 


,    f/ x

x
xcoslim

0
. 

g/ 
2

2

2x 1
lim

4x 2

x

x

x

x

  
 
   

  h/ 

1

sinx1 t anx
lim

1 sinxx

 
 

 
 

15. Tìm đạo hàm cấp một của các hàm số sau đây: 

a/ 3 22 5 7 4y x x x    ,  b/ 2 2xy x e , 

c/ 
arcsinx

x
y  ,   d/ 2 4(3 2 )y x   

e/ ln(arcsin5x)y  ,  f/ os(cos(cos2x))y c , 

g/ 
2

4

2x
arcsin , 1

1
y x

x
 


, h/ 

2

sinx 1 sinx
ln( )

cos cosx
y

x


   

16. Tính đạo hàm của các hàm số: 

a/ xy x     b/ 
xxy x   

c/ (sinx)xy     d/
22 1(ln ) xy x  . 

17. Tính đạo hàm của các hàm số: 

a/ 
23 sin 2xy x e x    b/ 

2 1

3

( 2) 1

( 5)

x x
y

x

 



 

18. Tìm đạo hàm của: 

1 , 1

(1 )(2 ),1 2

2 ,2

x x

y x x x

x x

   


    
      

19. Tìm vi phân của các hàm số sau: 

a/ arctanxy     b/ 
3tw e    

c/ 2ln( )y x x a     d/
u

arctan
v

y   
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20. Cho hàm số 5 4 3 21
2 3 3

2
y x x x x x      . Tìm / // ///, ,y y y  

21. Cho hàm số 21y x x  . Tìm //y  

22. Cho hàm số 2 xy x e . Tìm (20) (0)y  

23. Cho hàm số 3(2 3)y x  . Tìm 2 3, ,dy d y d y . 

24. Cho hàm số 21y x  . Tìm 2d y . 

25. Tìm các giới hạn sau: 

a/ 
2

1

1 ln
lim

xx

x x

e e

 


,  b/ lim

n

xx

x

e
, 

c/ 
2.

lim

x

xx

x e

x e 
,   d/ 2

0
lim ln
x

x x


, 

e/ 
0

1 1
lim( )

1xx x e



,  f/ 

0
lim(sinx)x

x
, 

g/ 
ln

0
lim(1 ) x

x
x


   

26. Viết khai triển Maclaurin của hàm số sinxy e  đến cấp x
3
. 
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Chƣơng 2 

TÍCH PHÂN CỦA HÀM MỘT BIẾN SỐ 

------- 

 

 

 

 

 

 

 

2.1. Tích phân bất định 

2.1.1. Khái niệm nguyên hàm 

( )F x  gọi là nguyên hàm của hàm số ( )f x  trên miền D  nếu và chỉ nếu / ( ) ( ),F x f x  

x D  . 

Ví dụ: Vì /(sinx) osxc  nên nguyên hàm của cos x  là sin x . 

2.1.2. Các định lý 

 Định lý 1. Cho ( )F x  là nguyên hàm của hàm số ( )f x  trên miền D , điều kiện cần và 

đủ để hàm số ( )G x  cũng  là một nguyên hàm của ( )f x  trên miền D  là ( ) ( ) ,F x G x C   

x D   (C là hằng số). 

2.1.3. Khái niệm tích phân bất định 

Tập hợp các nguyên hàm của hàm số ( )f x : ( )
C R

F x C


  được gọi là tích phân bất định 

của ( )f x . Ký hiệu ( ) ( ) , ( )f x dx F x C C R   . 

 Các tính chất:  

 

 

 
/

/ ( ) ( ) ( ) ( )

/ . ( ) . ( )

/ ( ) ( )

/ ( ) ( ) ( ) ( )

a f x g x f x dx g x dx

b K f x dx K f x dx

c f x dx f x

d f x dx f t dt f u du f z dz

  





  

  

 



   

 

2.1.4. Các công thức tích phân bất định cơ bản 

n+1

0 , ; ax+ ,

x 1
+ , ; lnx+ ,

n+1

n

dx C C R adx C C R

x dx C C R dx C C R
x

   

   

 

 
 

2

1
arctanx+ , ; + ,

1

x xdx C C R e dx e C C R
x

   
   

 Mục tiêu học tập: Sau khi học xong bài này, người học có thể: 

- Tính các tích phân bất định. 

- Tính các tích phân xác định. 

- Tính tích phân suy rộng, xét sự hội tụ hay phân kỳ của tích phân suy rộng 
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2

+ , ; s inxdx osx+C,
ln

osxdx sin x+C, ; tanxdx ln osx +C,

1
cotxdx ln sin x +C, ; dx arcsinx+C,

1

x
x a

a dx C C R c C R
a

c C R c C R

C R C R
x

   

     

   


 

 

 

 

2 2

1 1
dx cot +C, ; dx t anx+C,

s in x os x

1 1
dx ln tan +C, ; dx ln tan( ) +C,

s inx 2 osx 2 4

anx C R C R
c

x x
C R C R

c



    

    

 

 

 

* Các công thức mở rộng khác  

2 2 2 2

2

2 2 2

1 1 x 1 x
arctan + , ; dx arcsin +C,

a a

1 1 x-a 1
ln + , ; dx ln +C,

2 x+a

dx C C R C R
a x a a x

dx C C R x x a C R
x a a a x

   
 

     
 

 

 

 

2 2 2

2
2 2 2 2

ln ,
2 2

x
arcsin ,

2 2 a

x a
a x dx a x x x a C C R

x a
a x dx a x C C R

       

     





 

2.1.5. Các phƣơng pháp tính tích phân bất định 

2.1.5.1. Phƣơng pháp đổi biến 

Cho tích phân ( )I f x dx   

 Dạng 1: Nếu ( )x t , ( )t  là hàm đơn điệu, khả vi, liên tục theo biến t . Khi đó  

/( ) ( ( )) ( )I f x dx f t t dt     

Ví dụ: 2 2I a x dx  .  

Đặt 
-

asint,t ;
2 2

x
  

  
 

x cos dd a t t   

2 2s cosI a co t tdx   2 2 21 1 1
cos 1 cos 2 sin 2

2 2 2
a tdt t dt a t t C

 
      

    

2 1 1
arcsin sin 2 arcsin

2 2 2 2

x x
a C

  
    

  
 

 Dạng 2: ( )u x khả vi, liên tục thì 

/( ( )) ( ) ( )I f x x dx f u du     

Ví dụ: Tính các tích phân sau:  
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20

2 1I x xdx  . 

Giải 

Đặt 2 1 dx
2

du
u x x     

 
21

21
20 21 1 1

1
2 2 21 24

u
I u du C x C      . 

2.1.5.2. Phƣơng pháp tích phân từng phần 

Giả sử ( ), ( )u x v x  có các đạo hàm liên tục / /( ), ( )u x v x . Khi đó ta có 

.udv u v vdu    

* Chú ý: Tích phân từng phần thường được áp dụng cho các dạng: 

 

ax

ax ax

( ) ln ; ( )sin ; ( )

( ) ln sin os

( )arccos ( )arcsin

( )arccot ( )arctan

n

p x xdx p x axdx p x e dx

p x xdx e bxdx e c bxdx

p x axdx p x axdx

p x xdx p x axdx

  

  

 

 

 

Trong đó ( )p x  là một đa thức, ,a b R  và không đặt u là hàm mũ. 

Ví dụ: Tính các tính phân sau: 

a/ lnI x xdx   

Giải 

Đặt 

2

1
x

ln x

dx

2

du d
u x

dv x x
v


 

 
  



 

2 2
21 1

ln x dx ln x
2 2 2 4

x x
I x x C      . 

b/  sinJ x xdx   

x

sin dx osx

u x du d

dv x v c

  
 

   
 

s osxdx s sinx+CJ xco x c xco x       . 

c/ osxdx;xK e c     
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Đặt 

osx sinx x

dxx x

u c du d

dv e v e

    
 

   

   

 
1

osx+ sinxdx osx+sinx
2

x x xI e c e e c  +C. 

2.1.5.3. Tích phân một số hàm thƣờng gặp 

 Hàm hữu tỉ: Xét tích phân 
( )

( )

P x
dx

Q x  trong đó ( ), ( )P x Q x  là các đa thức. 

Để tính tích phân này, ta cần thực hiện các phép biến đổi sau: 

- Nếu bậc của ( )P x  lớn hơn bậc của ( )Q x  thì ta có thể thực hiện phép chia ( )P x  cho 

( )Q x : 1( )( )
( )

( ) ( )

P xP x
dx R x dx dx

Q x Q x
    , 1( )P x có bậc bé hơn ( )Q x . 

- Phân tich mẫu số ra thừa số tuyến tính và bậc hai:    2( ) ,..., x ,...
nn

Q x x a x p q     

trong đó tam thức bậc hai không có nghiệm thực thực 2 xx p q  . 

- Phân tích phân thức 1( )

( )

P x

Q x
 ra các phân thức đơn giản nhất:  

  
   

   

1 1 2

2

1 1 2 2

22
2 2

( )
... ...

( )

... ...
x x x

m

m

n n

n

AP x A A

Q x x a x a x a

B x CB x C B x C

x p q x p q x p q

     
  

 
    

     

 

- Tính các hệ số 1 2 1 1 2, ,..., ,..., ,..., , , ,..., ,...m n nA A A B B C C C  bằng cách quy đồng mẫu số ở 

vế phải, so sánh các hệ số của cùng một lũy thừa của x ở vế phải và vế trái của đồng nhất 

thức thu được và giải hệ phương trình đại số tuyến tính đối với các hệ số cần tìm. Có thể xác 

định các hệ số bằng cách khác là cho biến x trong đồng nhất thức những trị số tùy ý.  

- Cuối cùng việc lấy tích phân của phân thức hữu tỉ được đưa về tìm tích phân của đa 

thức và các phân thức hữu tỉ đơn giản nhất, có các dạng sau: 

+ 
dx

ln
A

A x a C
x a

  
 . 

+  
   

1

dx 1
.

1m m

A A
C

mx a x a


  
  . 

+ 
2 2 2

dx 2 2x
arctan

4 4

p
C

x px q q p q p
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+  
2 2

Ax
x 2x

2 2

B A Ap dx
d p dx B

x px q x px q

  
    

         2 4 0p q  . 

+ 

 2

Ax
x

n

B
d

x px q



 
  2 4 0p q  , ta đưa tích phân về dạng 

 2 2
n

dt

t a
  và áp dụng 

   
12 1 2

2 2

1 1 1 2 3
.

2 22a 1
n nn

n
I I

nn at a



 

 

 để đưa tích phân về dạng 
2 2

dt

t a . 

Ví dụ 2: Tính các tích phân sau:  

a/ 
2 2 3

dx
I

x x


   

Giải 

Tính: 
 

22 2 3 1 4

dx dx
I

x x x
 

   
   

Đặt 1 xx u du d     

  

 

2

1 1 1

4 2 2 4 2 2

1 1 2 1 3
ln 2 ln 2 ln ln

4 4 2 4 1

du du
I du

u u u u u

u x
u u C C C

u x

 
    

     

 
        

 

  
 

b/ 
2 1

dx
J

x x


   

Ta có: 
22 1 1 3

2 4

dx dx
J

x x
x

 
   

  
 

   

Đặt 
1

x
2

u x du d    , 
2 3

4

du
J

u




  

Đặt 
2

3 3 1
tan

2 2 os
u t du dt

c t
   , ta được: 

1
2

2 2 2 2 2 2
arctan arctan

3 3 3 3 3 3

x
u

J dt t C C C

 
 

         

c/ 
2

1

1

x
K dx

x x




  . 
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2

2

2

11 1
ln 1

2 1 2

d x x
K x x C

x x

 
    

  . 

d/ 
2

14 11

6

x
L dx

x x




    

 
  

2 2 2

2

2

2

14 11 2 1 18
7

6 6 6

6 18 1
7

6 5 2 3

18 2
7 ln 6 ln

5 3

x x
L dx dx dx

x x x x x x

d x x
dx

x x x x

x
x x C

x

 
  

        

  
 

    


     



  

   

e/ 

 
3

2

x

1

d
M

x




  

Sử dụng công thức: 
   

12 1 2
2 2

1 1 1 2 3
.

2 22a 1
n nn

n
I I

nn at a



 

 

 

(Hoặc sử dụng phương pháp tích phân từng phần đặt 

 
3

2

1
, x

1

u dv d

x

 



). 

Ta có:  
     

3 3 1 23 1 2
2 2

1 2.3 3 1 3
.

2 3 1 2.3 2 4 4
1 1

x x
I I I

x x



   

 
 

 

   

   

2 2 12 1
2

22 2

2 2.2 3
.

2 2 1 2.2 2
1

1 1 x 1 1
arct anx

2 2 2 211 1

x
I I

x

x d x
C

xx x




 

 


    
 

 

   
3 2 22

1 3 1 1
arct anx

4 4 2 211

x x
I C

xx

 
    
    

 

f/ 
4

4 2
x

5x 4

x
N d

x


   

  

2 2

4 2 2 2

5 4 5 4
1 x 1 x

5x 4 x 1 x 4

x x
N d d

x
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Ta có: 

  

2

2 22 2

5 4 Ax Cx

x 1 x 4x 1 x 4

B Dx   
 

  
 

Áp dụng đồng nhất thức ta được A=C=0, B=1/3, D=16/3. 

   2 2

1 16 1 8
1 x ar tanx arctan

3 3 23 x 1 3 x 4

x
N d x c C

 
       
 

  
 
 . 

 Hàm lƣợng giác  

Xét tích phân: (sinx,cosx)dxR , trong đó R là hàm hữu tỉ theo sinx, cosx. 

Phương pháp chung: Đặt tan
2

x
t     2arctanx t , suy ra 

2

2
,

1

dt
dx

t



 

2

2
sinx= ,

1

t

t
 

2

2

1
osx=

1

t
c

t




. 

Từ đó ta đưa được hàm số ban đầu về dạng hàm số hữu tỉ. 

* Một số trƣờng hợp đặc biệt: 

- Nếu ( sinx,cosx)= (sinx,cosx)R R   hàm lẻ theo sinx , đặt osxt c  

- Nếu (sinx, cosx)= (sinx,cosx)R R   hàm lẻ theo osxc , đặt sinxt   

- Nếu ( sinx, cosx)= (sinx,cosx)R R   hàm chẵn theo sinx  và osxc , đặt tan xt  hoặc 

t x.t co  

- Nếu tích phân dạng sin x.cos xdxm n

  thì nếu m lẻ thì osxt c , nếu n lẻ thì sinxt   

- Nếu tích phân dạng sin x.cos xdxm n , os x.cos xdxc m n , sin x.sin xdxm n thì dùng 

công thức lượng giác biến đổi tích thành tổng. 

Ví dụ: Tính các tích phân:  

2 3os .sinI c x xdx  , đặt osxt c  

2 22 os 2sin . osx+2sin

dx
J

c x x c x


 , đặt tan xt  . 

 Tích phân một số hàm vô tỉ 

- Nếu    
1 2

1 2( , , ,...)
m m

n nI R x ax b ax b dx    thì  

Đặt sax b t   với 
21( , )s BCNN n n  

- Nếu  
2

x

ax x

d

b c 
  thì biến đổi 2 2ax xb c u q     rồi đưa về tích phân cơ bản. 
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- Nếu 
 

2

Ax x

ax x

B d

b c



 
  thì biến đổi về dạng  

   2

2 2 2

x xAx x dx

2 2ax x ax x ax x

d b cB d A Ab
B

a ab c b c b c

   
   

      
   . 

- Nếu 

  2

x

ax x

d

x a b c  
  thì đặt x-a=1/t. 

Ví dụ: Tính các tích phân sau: 

a/ 

   
2 1

3 2

x

2x 1 2x 1

d
I 

  
  

Đặt 6 52x 1 x 3t d t dt     

5 2

4 3

2

3
3 1

1 1

3
3 3ln 1

2

t t dt t
I dt t dt

t tt t

t t t C

 
     

  

    

  
 

b/ 
 

2

5x 3 x

2x 8x+1

d
J





 . 

   
2 2 2

2

2

2 2

5
4x 8 13 4x 85 x4 x= x 13

42x 8x+1 2x 8x+1 2x 8x+1

5 13 x
2x 8x+1

2 2 1
x 4x+

2

5 13 1
2x 8x+1 ln 2 x 4x+

2 22

d
J d d

d

x C

  
 

  

  



      

  

  

c/ 

  2

3x 2
x

1 3x 2

K d

x x




  
 . 

 

   2 2 2

3 x+1 1 x 1
x 3 x

1 3x 2 3x 2 1 3x 2

d
K d d

x x x x x


  

       
    

Tính 

  2

1
x

1 3x 2

d

x x  
 , đặt x+1=1/t, ta được 
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2

2 2

1 1/
x

1 3x 2 1 1 1
1 3 1 3

t dt
d

x x

t t t



      
      

   

   

2
2

2

1 1 1 3x 3
ln 1 ln

2 1 2 x 11

dt x
t t t C C

xt t

 
          

  
  

2
23 1 1 3x 3

3ln 3x 3 ln
2 1 2 x 1

x
K x x C

x

 
       

 
 

2.2. Tích phân xác định 

2.2.1. Bài toán tính diện tích hình thang cong 

Cho hàm số ( )y f x  xác định dương trên  ;a b . 

Hình phẳng giới hạn bởi các đường ( ), , , 0 (Ox)y f x x a x b y     được gọi là hình 

thang cong. Bài toán là hãy tính diện tích của hình thang cong đó. 

Ta chia đoạn  ;a b  thành n  đoạn nhỏ bởi các điểm chia 0 1 ... na x x x b     , như 

vậy hình thang cong cũng đã được chia thành n  cột nhỏ. Ta gọi ix  đồng thời là độ dài và 

đoạn thẳng  1; , 1,...,i ix x i n   và  iax xd m  , trên mỗi ix  ta lấy một điểm it  tùy ý. Nếu 

ix  khá bé ta có thể xem diện tích của cột cong thứ i  xấp xỉ với diện tích của hình chữ nhật 

có hai kích thước ix , ( )if t . Suy ra ( ).i i iS f t x  

Do đó diện tích của hình thang cong ban đầu có thể xấp xỉ với 
1

( ).
n

i i

i

S f t x


  

Từ đó ta có định nghĩa sau:  

Diện tích hình thang cong ban đầu là 
1( 0)

lim ( ).
n

i i
n

id

S f t x




   (nếu tồn tại). 

2.2.2. Định nghĩa tích phân xác định: 

 Cho hàm số ( )y f x  xác định dương trên  ;a b . Ta chia đoạn  ;a b  thành n  đoạn 

nhỏ bởi các điểm chia 0 1 ... na x x x b     . Ta gọi ix  đồng thời là độ dài và đoạn thẳng 

 1; , 1,...,i ix x i n   và  iax xd m  , trên mỗi ix  ta lấy một điểm it  tùy ý, lập tổng 

1

( ).
n

n i i

i

I f t x


   (gọi là tổng tích phân). Nếu tồn tại 
1( 0)

lim ( ).
n

i i
n

id

I f t x




   hữu hạn không phụ 

thuộc vào phép chia đoạn  ;a b  và cách lấy điểm it  trên mỗi ix , thì I  được gọi là tích phân 
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xác định của hàm số ( )y f x  trên đoạn  ;a b , và khi đó ta nói ( )y f x  khả tích trên 

 ;a b . Ký hiệu: ( )

b

a

I f x dx  . 

2.2.3. Các định lý về hàm số khả tích 

 Định lý 1. Nếu ( )y f x  khả tích trên  ;a b  thì ( )y f x  bị chặn trên  ;a b  (tức là 

 0, ( ) , ;M f x M x a b     ). 

 Định lý 2. Nếu ( )y f x  liên tục trên  ;a b  thì ( )y f x  khả tích trên  ;a b . 

 Định lý 3. Nếu ( )y f x  bị chặn và đơn điệu trên  ;a b  thì nó khả tích trên  ;a b . 

2.2.4. Các tính chất  

a/ ( ) 0; ( ); ( ) ( ) ( ) ...

a b b b b

a a a a a

f x dx Cdx C b a f x dx f t dt f u du           

b/ ( ) ( ) ; ( ) ( ) ( )

b a b c b

a b a a c

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx         

c/ ( ( ) ( )) ( ) ( ) ; . ( ) . ( )

b b b b b

a a a a a

f x g x dx f x dx g x dx C f x dx C f x dx         

d/ Nếu ( )y f x khả tích và  ( ) 0, ;f x x a b   thì ( ) 0

b

a

f x dx   

e/ Nếu ( ) ( )f x g x  thì ( ) ( )

b b

a a

f x dx g x dx   

f/ Nếu ( )n f x t   thì ( ) ( ) ( )

b

a

n b a f x dx t b a     

g/ ( ) ( ) .

b b

a a

f x dx f x dx   

h/ Nếu ( )y f x  liên tục trên  ;a b  thì có  ;c a b  sao cho: 
1

( ) . ( ) 0

b

a

f c f x dx
b a

 
   

i/ Công thức Newton-Leibnitz: Nếu ( )y f x liên tục  và F(x)  là một nguyên hàm của 

( )f x  thì : ( ) ( ) ( ) ( )

b
b

a

a

f x dx F b F a F x   . 
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 Ví dụ: Tính I=
2

2

0

( osx)xx e c dx



  . 

I=
3 32

2

0

s inx
3 24

xx
e e




 
    

 
 

. 

2.2.5. Các phƣơng pháp tính tích phân xác định 

 Phƣơng pháp đổi biến 

Công thức 1: 

( )

/

( )

( ( )) ( ) ( ) , ( )

u bb

a u a

f u x u x dx f t dt t u x    

Công thức 2: /( ) ( ( )) ( ) , ( ), ( )

b

a

f u du f u x u x dx u a u b





      

Trong đó ( )t u x  khả vi trong  ;a b , liên tục trong  ;a b , f(u)  liên tục trong miền giá 

trị của ( )t u x  và /( ( )) ( )f u x u x  khả tích trên  ;a b . 

 Phƣơng pháp từng phần 

.

b b
b

a

a a

udv u v vdu    

 Ví dụ: Tính các tích phân sau: 

a/ 
2

1

ln
e

x
I dx

x
   

Đặt 
1

ln x xt dt d
x

    

11

2 3

00

1
1/ 3

3
I t dt t    . 

b/ 

3

2

0

s inx
x

os

x
J d

c x



   

Đặt 
2

sinx 1
x, x v=-

osxos
u x du d dv d

cc x
     . 

3
33

0 0
0

x x 2 2 5
ln tan ln tan

osx osx 3 2 4 3 12

d x
J

c c
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2.2.6. Ứng dụng của tích phân xác định 

2.2.6.1. Tính diện tích hình phẳng 

- Nếu 
( )

: ( ) ( )

b

a

y f x
D S D f x dx

a x b


 

 
  

- Nếu 
1 2

2 1

( ) ( )
: ( ) ( ( ) ( ))

b

a

f x y f x
D S D f x f x dx

a x b

 
  

 
  

- Nếu /
( )

: , ; ( ) ( ). ( )
( )

b

a

x x t
D a t b S D y t x t dt

y y t


   


  

- Nếu 2
( ) 1

: ( ) ( )
2

b

a

r r
D S D r d

a b


 




 

 
 . 

Ví dụ 1: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường 

a/ 2 , 0, 0, 1y x y x x    . 

b/ 3,y x y x  . 

c/ 
cos

, (0 )
sin 2

x a t
t

y b t


 


 

d/ Tính diện tích : , (0 2 )r a      

2.2.6.2. Tính độ dài cung phẳng 

- Nếu cung  / 2
( )

: 1 ( ( ))

b

a

y f x
AB L f x dx

a x b

 
  

 
  

- Nếu cung  / 2 / 2
( )

: , ; ( ( )) ( ( ))
( )

b

a

y y t
AB a t b L y t x t dt

x x t

 
    


  

- Nếu cung  2 / 2
( )

: ( ( )) ( ( ))

b

a

r r
AB L r r d

a b


  



 
  

 
  

 Ví dụ 5: 

a/ Tính độ dài cung 
2

:
0 2

y x
AB

x

 


 
 

b/ Tính độ dài đường astroid 
3

3

cos
: ,0 2

sin

y a t
AB t

x t


 
 


 

c/ Tính độ dài đường xoắn ốc: 2 ,1 2r e


    

2.2.6.3. Tính diện tích mặt tròn xoay 
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- Giả sử 
( )

( ) :
y f x

C
a x b




 
 khi ( )C  xoay quanh Ox vật thể thu được có diện tích của mặt 

tròn xoay là / 22 ( ) 1 ( ( ))

b

a

S f x f x dx   

- Giả sử 
( )

( ) : ,
( )

y y t
C a t b

x x t


 


 

+ Nếu ( )C  xoay quanh Ox  thì diện tích mặt tròn xoay thu được là: 

/ 2 / 22 ( ) ( ( )) ( ( ))

b

a

S y t x t y t dt  . 

+ Nếu ( )C  xoay quanh Oy  thì diện tích mặt tròn xoay thu được là:  

/ 2 / 22 ( ) ( ( )) ( ( ))

b

a

S x t x t y t dt  . 

2.2.6.4. Tính thể tích 

 Thể tích của vật thể bất kỳ 

Xét vật thể giới hạn bởi một mặt cong và hai mặt phẳng , ( )x a x b b a   . Giả sử biết 

diện tích thiết diện vuông góc với trục Ox  là ( )S x . Khi đó thể tích vật thể được tính bởi:  

( )

b

a

V S x dx 
 

 Thể tích vật thể tròn xoay 

- Giả sử 
( )

( ) :
y f x

C
a x b




 
 khi ( )C  xoay quanh Ox vật thể thu được có thể tích là 

2 ( )

b

a

V f x dx   

- Giả sử 
( )

( ) :
x f y

C
a y b




 
 khi ( )C  xoay quanh Oy  vật thể thu được có thể tích là 

2 ( )

b

a

V f y dy   

- Nếu ta có hình thang cong giới hạn bởi ( ), 0, , ( )y f x y x a x b a b     . Khi quay 

hình thang quanh trục Oy  thì thể tích thu được là 

2 ( )

b

a

V x f x dx 
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2.3. Tích phân suy rộng 

2.3.1. Tích phân suy rộng cận vô hạn 

 Định nghĩa  

Giả sử ( )y f x  xác định trên  ;a   và khả tích trên đoạn  ; ( )a b b a  bất kỳ. Ta gọi 

giới hạn: lim ( )

b

b
a

f x dx
   (1) nếu tồn tại là tích phân suy rộng của hàm số ( )y f x  trên 

 ;a  . Ký hiệu: ( )
a

f x dx



  (2). Vậy 

( ) lim ( )

b

b
a a

f x dx f x dx




  . 

Nếu (1) có kết quả hữu hạn thì ta nói tích phân (2) hội tụ, ngược lại (giới hạn không tồn 

tại hoặc vô hạn) ta nói tích phân (2) phân kỳ. 

Tương tự ta cũng định nghĩa được tích phân suy rộng của ( )y f x  trên đoạn  ;a  

như sau: ( ) lim ( )

a a

b
b

f x dx f x dx




  . 

Tích phân suy rộng của ( )y f x  trên  ;   là  

( ) ( ) ( ) .

a

a

f x dx f x dx f x dx

 

 

     

 Ví dụ: Xét sự hội tụ của , 0
a

dx
a

x



  

Ta có: Với 1, limln lim(ln ln
b b

a ab b
a

dx
x b a

x




 
      , tích phân phân kỳ. 

Với 

1
1 1 1 , 1

1, lim lim( ) 1
1 1 1

, 1

b b

b b
a a a

a
dx x b a

x


  




 

  



   

 




     
     

  

Vậy , 0
a

dx
a

x



  hội tụ khi 1   và phân kỳ khi 1  . 

 Các tính chất: 

i. Nếu ( )
a

f x dx



  hội tụ thì ( ) ,
A

f x dx A a



   cũng hội tụ. 
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ii. Nếu các tích phân ( )
a

f x dx



 , ( )
a

g x dx



  hội tụ thì: 

( ( ) ( ))
a

f x g x dx



  hội tụ và ( ( ) ( )) ( ) ( )
a a a

f x g x dx f x dx g x dx

  

      

. ( )
a

K f x dx



  hội tụ và . ( ) . ( )
a a

K f x dx K f x dx

 

   K  là hằng số. 

 Các định lý: 

Định lý 1. Giả sử 0 ( ) ( ), 0f x g x a    . Khi đó  

a/ ( )
a

g x dx



  hội tụ thì ( )
a

f x dx



  cũng hội tụ. 

b/ ( )
a

f x dx



  phân kỳ thì ( )
a

g x dx



  cũng phân kỳ. 

Ví dụ: Xét tích phân: 
2

2

1

s in x

x
dx



  

Ta có 
2

2 2

sin 1
0 . 1

x
x

x x
    , và ta có 

2

1

1

x
dx



  hội tụ nên 
2

2

1

s in x

x
dx



  hội tụ. 

Định lý 2. Giả sử ( ) 0, ( ) 0, 0f x g x a    và tồn tại 
( )

lim (0 )
( )x

f x
A A

g x
    . Khi đó 

với 0 A   thì  ( )
a

f x dx



 , ( )
a

g x dx



  cùng hội tụ hoặc cùng phân kỳ . 

Ví dụ: Xét tích phân 
3 2

1 1

dx

x x



 
 . Với  

1
( )g x

x
 , xét giới hạn sau 

3 2

( )
lim lim 1

( ) 1x x

f x x

g x x x 
 

 
, mà 

1

a

dx
x



  phân kỳ. 

Từ đây ta có 
3 2

1 1

dx

x x



 
  phân kỳ . 

2.3.2. Tích phân suy rộng của hàm số không bị chặn 

 Định nghĩa 

Cho hàm số ( )y f x  khả tích trên  ; ,0a b b a     , nhưng không bị chặn trên 

 ;a b .  
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Ta gọi giới hạn 
0

lim ( ) , (1)

b

a

f x dx







  nếu tồn tại là tích phân suy rộng của ( )y f x  trên 

 ;a b , ký hiệu: 
0

( ) lim ( )

b b

a a

f x dx f x dx







  . 

Nếu (1) hội tụ ta nói ( )

b

a

f x dx  hội tụ, ngược lại nếu (1) không tồn tại hoặc vô hạn thì ta 

nói ( )

b

a

f x dx  phân kỳ. 

Tương tự, ta cũng có định nghĩa sau: 
0

( ) lim ( ) ,(0 )

b b

a a

f x dx f x dx b a











      

- Nếu trên đoạn  ;a b cả ,a b  đều là điểm bất thường của ( )y f x  thì  

0
( ) lim ( )

b b

a a

f x dx f x dx













   hoặc  ( ) ( ) ( ) , ;

b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx c a b      

- Nếu  ;c a b  là điểm bất thường của ( )y f x  thì ( ) ( ) ( )

b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx     

 Ví dụ: Xét tích phân 
1

,( )
(x-a)

b

a

dx b a


  

Với 
0 0

1
1, limln x-a lim(ln b-a ln )

(x-a)

b
b

a
a

dx
 

 
 

      . Vậy tích phân phân kỳ. 

Với 

1
1 1 1

0 0

(b-a)
, 11 (x-a) (b-a) ( )

1, lim lim( ) 1
(x-a) 1 1 1

, 1

bb

a a

dx


  

  



 

  



  

 





     
     

  

Vậy 
1

,( )
(x-a)

b

a

dx b a


  hội tụ khi 1  , phân kỳ khi 1   

 Tích phân ( )

b

a

f x dx  được gọi là hội tụ tuyệt đối nếu ( )

b

a

f x dx  hội tụ. Tích phân 

( )

b

a

f x dx  được gọi là bán hội tụ nếu ( )

b

a

f x dx  hội tụ và ( )

b

a

f x dx phân kỳ.  

 Các định lý: 

Định lý 1. Giả sử ( )y f x  dương và khả tích trên  ; ,0a b b a     . Khi đó 
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( )

b

a

f x dx  hội tụ khi và chỉ khi ( )

b

a

f x dx


  bị chặn với mọi 0 b a   . 

Định lý 2. Giả sử 0 ( ) ( )f x g x   trên  ; ,0a b b a     . Khi đó  

- Tích phân ( )

b

a

g x dx  hội tụ thì ( )

b

a

f x dx  cũng hội tụ. 

- Tích phân ( )

b

a

f x dx  phân kỳ thì ( )

b

a

g x dx  cũng phân kỳ. 

Định lý 3. Giả sử ( ) 0, ( ) 0f x g x   trên  ; ,0a b b a      và tồn tại 

( )
lim (0 )

( )x a

f x
A A

g x
    . Khi đó với 0 A   thì  ( )

b

a

f x dx , ( )

b

a

g x dx  cùng hội tụ hoặc 

cùng phân kỳ . 

Ta cũng xét trường hợp tương tự cho ( ) 0, ( ) 0f x g x   trên  ; ,0a b b a     . 

Nghĩa là 
( )

lim (0 )
( )x b

f x
A A

g x
    . Khi đó với 0 A   thì  ( )

b

a

f x dx , ( )

b

a

g x dx  

cùng hội tụ hoặc cùng phân kỳ . 

 Ví dụ: 

a/ Xét tích phân  

1 2

2

0

sin 1x
dx

x


  

Ta có 
2

2 2

sin 1 1
, 0

x
x

x x


   , mà 

1

2

0

1
dx

x
 phân kỳ, suy ra 

1 2

2

0

sin 1x
dx

x


  phân kỳ. 

b/ Xét tích phân  

1 2

3 2
0

os

1

c x
dx

x
  

Xét 

1

3
0

1

1
dx

x
  và 

2

2 23 2

331 1

3

os

os os 11
lim lim 0

1 1 2

1

x x

c x

c x cx

x

x

  


  





.  

Mà 

1

3
0

1

1
dx

x
  hội tụ theo ví dụ 

1
,( )

(x-a)

b

a

dx b a


 . Nên 

1 2

3 2
0

os

1

c x
dx

x
  phân kỳ.
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BÀI TẬP CỦNG CỐ CHƢƠNG 2 

-------- 

1. Tính các tích phân: 

2

2

2 1

2

osxdx xdx
/ /

sinx x 1

dx
/ / .

(x+1) x

/ /
ln .ln(ln ) 2 1

arctan x
/ / .

1x16

x

x

x

x

c
a b

c d x e dx

dx e
e f dx

x x x x

e dx
g dx h

xe











 

 

 

 

 

2. Tính các tích phân: 

 

2

2 2 2

/ ln / ln

/ arctanxdx / ln

/ / osx

/ sin x / os ln x x

n

x x

a x xdx b x xdx

c x d x xdx

e x e dx f e c dx

g x dx h c d



 

 

 

 

 

3. Tính các tích phân  

2 2

2

4

/ /
(2 3) ( 6 18)

2 2
/ /

4 7 ( 3)

/ os

dx dx
a b

x x x

x x
c dx d dx

x x x x

e c xdx

  

 

  

 

 



  

4. Tính các tích phân: 

a/ 

1

3

1

xdx


 ;   b/ 

3

2

1

3

1

dx

x ;  

c/ 

3

2

2
1

dx

x




 ;   d/ 

1

2

0
5 4

dx

x x  ; 

e/ 

1

2

0
2 3

dx

x x   

5. Tính các tích phân: 

a/ 

1

3

2
(11 5 )

dx

x


 ;     b/
2

1 1 (ln )

e
dx

x x
 ;   
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c/ 

3

1 1 ln

e
dx

x x
 ;    d/ 

1

4

0

( 1)x xe e dx ;    

e/ 2

1

( ln )

e

x x dx ;   f/ 
1

os(lnx)

e

c dx ;   

g/ 

3

0

x
arcsin( )

1+x
dx ;   h/ 

1

0 1

x
dx

x
 ; 

i/ 2 2 2

0

a

x a x dx . 

6. Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đường: 

a/
2 2

2 2 2

2 2
; 1

x y
x y a

a b
     

b/ 3, , 2y x y x y x    

c/ 2 2 24 , 2y x x y x   . 

7. Tính độ dài đường cong phẳng: ln cos ,0
6

y x x


   . 

8. Tính thể tích vật thể giới hạn bởi: 22 , 0y x x y   khi quay quanh Ox, quay  

quanh Oy. 

9. Tính các tích phân sau 

a/ 
2

0

arctanx
dx

x 1



 ;     b/ 

0

2

dx

x 4


 ; 

c/ 
2

1

lnx
dx

x



 ;   d/
2 2

dx

(x +1)(x 4)




 ; 

e/ 
2

1

dx

x 4x




 ;   f/ 

5

dx

x 4x




 ; 

g/ 
2

0

(2x+1)dx

( 2)x



 ;   h/ 
2

3

dx

6 10x x




  ; 

i/ 
2

0

dxxxe





 ;   k/
23

0

dxxx e





 . 

10. Tính các tích phân sau 

a/ 

2 5

2
0

x dx

x 4x 
 ,   b/

2

0

sin xdx

x



 ; 
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c/ 

3

2
1

dx

-x 4 3x 
 ;  d/

2

0

cosxdx

sinx



 ; 

e/ 

1

0

ln dxx x ;   f/ 

2

1

dx

1

x

x 
 . 

11. Xét sự hội tụ của các tích phân sau 

a/ 
2

4 2

0

x
dx

x - x 1



 ;  b/ 
3 2

1

dx

1x x




 ; 

c/ 
2

2

sinxdx

x



 ;   d/ 
0

arctanxdx
nx



 ; 

e/ 

1

sinx

0

dx

1

x

e  ;   f/ 

1 2

2
0

cos xdx

1 x
 ; 

g/ 

1 3

sinx

0

ln(1+ x)dx

1e  ;  h/ 
1

ln(1+x)
dx

x 1



 . 

12. Tính các tích phân sau 

a/ 
2

2

1 1
sin dx

x x



 ;   b/ 
2

0

dxxxe





 ; 

c/ 
2 2

dx

( 1)x




 ;   d/

2 2

dx

( 1)x x




  ; 

e/ 
2

4

0

1
dx

1

x

x




 ;   f/ ax ax

0 0

osbxdx; sinbxdxI e c J e

 

    ; 

g/ 

 

2

2
2 1

x
dx

x



 
 ;   h/

2

3 2
1

2

1

x
dx

x x





 . 
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CHƢƠNG 3 

LÝ THUYẾT CHUỖI 

--------- 

 

 

 

 

3.1. Chuỗi số 

3.1.1. Định nghĩa 

Cho một dãy vô hạn các số 1,... ,...nu u Khi đó biểu 1 ... ...nu u    được gọi là chuỗi số. Kí 

hiệu 
1

n

n

u




  (1). 

Các số 1,... ,...nu u được gọi là các số hạng của chuỗi số (1), nu  gọi là số hạng tổng quát 

của chuỗi. 1 2 ...n nS u u u     là tổng riêng thứ n của chuỗi, 1 2 ...n n nr u u    gọi là phần 

dư thứ n của chuỗi. 

Xét dãy tổng riêng  nS  khi n , nếu dãy đó có giới hạn xác định bằng S, nghĩa là 

lim n
n

S S


  thì ta nói rằng chuỗi (1) hội tụ, S là tổng của nó và ta viết 
1

S n

n

u




 . 

Khi n , nếu dãy  nS  không dẫn tới một giới hạn xác định thì ta nói rằng chuỗi số 

(1) phân kỳ. 

Trong trường hợp chuỗi số (1) hội tụ thì n nr S S  . 

Ví dụ 1. Cho chuỗi số 
1 1 1

...
1.2 2.3 3.4

    

Số hạng tổng quát: 
 

1

1
nu

n n



 

Tổng riêng thứ n: 
 

1 1 1 1 1
... 1

1.2 2.3 3.4 . 1 1
nS

n n n
      

 
. 

Tổng 
1

S lim lim 1 1
1

n
n n

S
n 

 
    

 
. 

Ví dụ 2. Xét chuỗi số  1

1

. 0n

n

a q a






  

Chuỗi đã cho có thể viết: 2 1a+aq+aq ... ....naq     

Đây là cấp số nhân lùi vô hạn công bội q. 

 Mục tiêu học tập: Sau khi học xong bài này, người học có thể: 

- Hiểu khái niệm về chuỗi số, chuỗi lũy thừa. 

- Khảo sát sự hội tụ của chuỗi số; tìm được miền hội tụ của chuỗi lũy thừa. 
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Tổng riêng thứ n: 2 1 1
S =a+aq+aq ...

1

n
n

n

q
aq a

q

 
  


. 

Giới hạn của tổng riêng: 
; 11

1lim lim
1

; 1

n

n
n n

a
khi qq

qS S a
q

khi q
 


 

   
  

 

Vậy nếu 1q   thì chuỗi đã cho hội tụ và có tổng 
1

a
S

q



. Nếu 1q   thì chuỗi đã cho 

phân kỳ. 

3.1.2. Các định lý về chuỗi số hội tụ 

Định lý. (Điều kiện cần để chuỗi số hội tụ) 

Nếu chuỗi số 
1

n

n

u




  hội tụ thì số hạng tổng quát 0nu   khi n . Tức là lim 0n
n

u


 . 

Như vậy, có nghĩa là nếu lim 0n
n

u


  thì chuỗi phân kỳ, còn nếu lim 0n
n

u


  thì chuỗi có 

thể hội tụ cũng có thể phân kỳ. 

 Ví dụ: 

a/ Cho chuỗi số 
1 3 5 7

...
5 8 11 14
     

Số hạng tổng quát 
2 1

3 2
n

n
u

n





 và 

2
lim 0

3
n

n
u


  . Vậy chuỗi đã cho phân kỳ. 

b/ Cho chuỗi số 
1 1 1

...
2 6 12
    

Có số hạng tổng quát 
 

1

1
nu

n n



 và lim 0n

n
u


 . 

Vậy chuỗi đã cho có thể hội tụ, có thể phân kỳ. 

3.1.3. Các tính chất về chuỗi số hội tụ 

 Tính chất 1. Nếu chuỗi 
1

n

n

u




  hội tụ và có tổng là S thì chuỗi số 
1

n

n

au




 (a là hằng số) 

cũng hội tụ và tổng là a.S. 

 Tính chất 2. Nếu chuỗi 
1

n

n

u




  và chuỗi số 
1

n

n

v




 là hai chuỗi số hội tụ, có tổng là S’ và 

S”  thì chuỗi số  
1

n n

n

u v




  cũng hội tụ và có tổng là S’ S”. 

*Chú ý: 
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- Tổng hai chuỗi phân kỳ có thể phân kỳ cũng có thể hội tụ. 

- Tổng một chuỗi hội tụ và một chuỗi phân kỳ là chuỗi phân kỳ. 

 Tính chất 3.  Tính hội tụ hay phân kỳ của một chuỗi số không thay đổi khi ta thêm 

hoặc bớt đi một số hữu hạn các số hạng đầu tiên của chuỗi. 

Nghĩa là: 
1

n

n

u




  và 
n

n m

u




  với m hữu hạn thì hai chuỗi sẽ cùng hội tụ hoặc cùng phân kỳ. 

*Chú ý: 

Tính hội tụ không thay đổi nhưng tổng của chuỗi thay đổi. Do đó khi tìm tổng của chuỗi 

số phải để ý xem n bắt đầu từ bao nhiêu vì nếu thừa hoặc thiếu một vài số hạng đầu sẽ ảnh 

hưởng tới tổng của chuỗi (nếu có). 

3.1.4. Chuỗi số dƣơng 

3.1.4.1. Định nghĩa 

Chuỗi số 
1

n

n

u




  được gọi là chuỗi số dương nếu mọi số hạng của nó điều dương. 

Trong trường hợp mọi số hạng của chuỗi 
1

n

n

u




  đều là các số âm thì 
1

n

n

u




  gọi là chuỗi 

số âm. Nhưng do tính chất 1 của chuỗi số đã có, dễ dàng suy ra sự hội tụ hay phân kỳ của 

chuỗi số âm từ sự hội tụ hay phân kỳ của chuỗi số dương. Do đó chỉ xét chuỗi số dương. 

Xét chuỗi số dương 
1

n

n

u




 . Ta có 1 1n n nS S u   , vì 1 0nu    theo giả thiết nên 1n nS S  . 

Vậy nS  là một hàm đơn điệu tăng theo n. Do đó nếu tổng riêng nS  bị chặn trên thì tồn tại giới 

hạn lim n
n

S


. 

Vậy nếu tổng riêng của một chuỗi số dương bị chặn trên thì chuỗi số đó hội tụ. 

3.1.4.2. Các tiêu chuẩn hội tụ của chuỗi số dƣơng 

 Định lí 1.  (Tiêu chuẩn so sánh) 

Cho hai chuỗi số dương 
1

n

n

u




  và 
1

n

n

v




 . Giả sử n nu v  với mọi 0n n  ( 0n  ). Khi đó 

nếu chuỗi số 
1

n

n

v




  hội tụ thì chuỗi số 
1

n

n

u




  hội tụ. Nếu chuỗi số 
1

n

n

u




 phân kỳ thì chuỗi số 

1

n

n

v




  phân kỳ. 

*Chú ý: Người ta thường so sánh chuỗi số dương đã cho với các chuỗi số sau: 
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a/ 1

1

n

n

aq






  ( 0, 0a q  )  hội tụ khi q<1, phân kỳ khi q 1 . 

b/ 
1

1

n n





  hội tụ khi 1   và phân kỳ khi 1  . Khi 1   ta có chuỗi điều hòa 
1

1

n n





  

phân kỳ. 

Ví dụ 1. Xét sự hội tụ, phân kỳ của chuỗi 
1

1

.2n
n n





 . 

Đây là chuỗi số dương, ta có: 
1 1

.2 2
n n n

u
n

   

Mà 
1

1

2n
n





  hội tụ nên chuỗi đã cho hội tụ. 

Ví dụ 2. Xét chuỗi số 
1

ln

n

n

n





 . 

Ta có  
ln 1

3n

n
u n

n n
   . Mà 

1

1

n n





  phân kỳ nên 
1

ln

n

n

n





  phân kỳ. 

 Định lí 2.  (Tiêu chuẩn tương đương) 

Cho hai chuỗi số dương 
1

n

n

u




 và 
1

n

n

v




 . Giả sử tồn tại giới hạn lim n

n
n

u
k

v
 . 

- Nếu 0 k   thì các chuỗi đã cho đồng thời hội tụ, hay phân kỳ. 

- Nếu k=0 và nếu 
1

n

n

v




  hội tụ thì chuỗi số 
1

n

n

u




  cũng hội tụ. 

- Nếu k=+  và nếu 
1

n

n

v




  phân kỳ thì chuỗi số 
1

n

n

u




  cũng phân kỳ. 

Ví dụ 1. Xét sự hội tụ, phân kỳ của chuỗi 
 1

2

1 3n
n

n

n



 
 . 

Số hạn tổng quát  
 

2

1 .3
n n

n
u

n



 

Ta có 
 

2 1 2
lim : lim 2

1 .3 3 1n nn n

n n

n n 

 
  

  
. 

Mà chuỗi số 
1

1

3n
n





  hội tụ nên chuỗi số đã cho hội tụ. 

Ví dụ 2. Xét sự hội tụ, phân kỳ của chuỗi số 
1

a.tan
n n





 . 
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Với 3n   thì tan
n


>0, chuỗi đã cho là chuỗi số dương có u =a.tann

n


. 

Ta thấy lim a tan :
n

a
n n

 



 
 

 
. 

Nếu 0a  , vì  
1n n





  phân kỳ nên chuỗi đã cho phân kỳ. 

Nếu 0a  , chuỗi đã cho có 0 0nS    nên hội tụ. 

 Định lí 3.  (Tiêu chuẩn Đalambe) 

Cho chuỗi số dương 
1

n

n

u




 . Nếu có 1lim n

n
n

u
D

u




  thì chuỗi đã cho hội tụ khi D<1, phân 

kỳ khi D>1. 

Nếu D=1 thì phải xét thêm bằng phương pháp khác. 

*Chú ý: Nếu 1lim n

n
n

u

u




   thì chuỗi số dương 

1

n

n

u




  phân kỳ. 

Ví dụ. Xét sự hội tụ, phân kỳ của các chuỗi số dương sau: 

a/ 
1

5

1

n

n n



 
  

Ta có 
1

1 5 5
lim lim : 5 1

2 1

n n

n

n n
n

u

u n n





 

 
   

  
 

Vậy chuỗi đã cho phân kỳ. 

b/ 
1 3 !

n

n
n

n

n





  

Ta có 
 

 

1

1

1

1 3 ! 1 1
lim lim lim 1 1

3 1 ! 3 3

n nn

n

n nn n n
n

n nu e

u n n n





  

  
     

  
 

Vậy chuỗi đã cho hội tụ. 

 Định lí 4.  (Tiêu chuẩn Côsi) 

Cho chuỗi số dương 
1

n

n

u




 . Nếu có lim n
n

n
u C


  thì chuỗi đã cho hội tụ khi C<1, phân 

kỳ khi C>1. 

Nếu C=1 thì phải xét thêm bằng phương pháp khác. 

*Chú ý: Nếu lim n
n

n
u


   thì chuỗi số 

1

n

n

u




  phân kỳ. 

Ví dụ. Xét sự hội tụ của các chuỗi số sau bằng tiêu chuẩn Côsi: 
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a/ 

2

1

1 1
1 .

2

n

n
n n





 
 

 
  

Ta có 

2

1 1
1 .

2

n

n n
u

n

 
  
 

 

Theo tiêu chuẩn Côsi : 

2

1 1 1 1
lim lim 1 . lim 1 .

2 2 2

n n

n n
n nn n n

e
u

n n  

   
       

   
>1. 

Vậy chuỗi đã cho phân kỳ. 

b/ 

2

1

3 1

5 2

n

n

n

n





 
 

 
  

Ta có 

2
3 1

5 2

n

n

n
u

n

 
  

 
 

Theo tiêu chuẩn Côsi : 

2 2
3 1 3 1 9

lim lim lim 1
5 2 5 2 25

n

n n
n

n n n

n n
u

n n  

    
      

    
 

Vậy chuỗi đã cho hội tụ. 

 Định lí 5.  (Tiêu chuẩn Tích phân) 

Cho chuỗi số dương 
1

n

n

u




 , mà các số hạng u  của nó là giá trị của một hàm liên tục f(x) 

tại các trị số nguyên của đối số, và hàm f(x) đơn điệu giảm trong  1; . Khi đó: 

- Nếu  
1

xf x d



  hội tụ thì chuỗi số 
1

n

n

u




  hội tụ. 

- Nếu  
1

xf x d



  phân kỳ thì chuỗi số 
1

n

n

u




  phân kỳ. 

*Chú ý: Nếu tồn tại hàm f(x) sao cho un=f(n) với mọi 0n n  và f(x) liên tục, đơn điệu 

giảm trên miền  0;n   thì  
0

x
n

f x d



  và 
1

n

n

u




  cùng hội tụ hoặc cùng phân kỳ. 

Ta biết 

0

k

n

du

u



  hội tụ khi k>1, phân kỳ khi 1k  . Hoặc có thể dung định nghĩa để xem 

tích phân hội tụ hay phân kỳ. 

Ví dụ. Dùng tiêu chuẩn tích phân để xét chuỗi số 
1

1

.lnk
n n n
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Xét hàm  
1

x
lnk

f
x x

  liên tục với mọi 2x   thì   nf n u  với mọi 2n  . 

Ta có:  
 

1

2

ln ln
x

ln

k k

k

x k x
f

x x


   , với k là hằng số tùy ý, bao giờ cũng tồn tại một số 0x  

sao cho 0x x   ta luôn có 
 

 

1

2

ln ln
0

ln

k

k

x x k

x x

 
 . 

Vậy  x 0,f k    và x đủ lớn. Chứng tỏ f(x) đơn điệu giảm. 

Ta có 
 

2 2

ln xx

ln lnk k

dd

x x x

 

   hội tụ khi k>1 và phân kỳ khi 1k  . 

Vậy chuỗi đã cho hội tụ khi k>1 và phân kỳ khi 1k  . 

3.1.5. Chuỗi số dấu bất kỳ 

3.1.5.1. Chuỗi đan dấu 

 Định nghĩa. Ta gọi chuỗi đan dấu là chuỗi số có dạng:  1 2 3 ...u u u    , trong đó 

1 2 3, , ,...u u u  là các số dương. 

Dĩ nhiên ta chỉ cần xét chuỗi đan dấu với số hạng đầu tiên dương 

 1 2 3

1

... 1
n

n

n

u u u u




     . 

 Định lý Lepnit. (Tiêu chuẩn hội tụ của chuỗi đan dấu) 

Cho chuỗi số đan dấu 1 2 3 ...u u u   Nếu dãy số 1 2 3, , ,...u u u  đơn điệu giảm, nghĩa là 

1 2 3 ...u u u    và 0nu   khi n  thì chuỗi số đã cho hội tụ và tổng của nó không vượt 

quá số hạng đầu tiên. 

Ví dụ. Cho chuỗi số  
1

1

1
1

n

n n






 . 

Số hạng tổng quát 
1

nu
n

 . 

Đây là chuỗi đan dấu có dãy  nu  đơn điệu giảm vì 1n nu u   và 
1

lim lim 0n
n n

u
n 

  . 

Vậy chuỗi đã cho hội tụ. 

3.1.5.2. Chuỗi số dấu bất kỳ, sự hội tụ tuyệt đối và bán hội tụ 

 Định nghĩa. Chuỗi có dấu bất kỳ là chuỗi số mà các số hạng của nó là những số thực 

có dấu bất kỳ. 
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 Định lý. Nếu chuỗi số 
1

n

n

u




  hội tụ thì chuỗi số 
1

n

n

u




  cũng hội tụ. 

*Chú ý: 

Điều kiện chuỗi số 
1

n

n

u




  hội tụ chỉ là điều kiện đủ để chuỗi số 
1

n

n

u




  hội tụ chứ không 

phải là điều kiện cần, nghĩa là có thể chuỗi số 
1

n

n

u




 hội tụ mà chuỗi số 
1

n

n

u




  phân kỳ. 

Ví dụ. Cho chuỗi số  
1

1

1
1

n

n n






  hội tụ theo định lý Lepnit, nhưng chuỗi số 

 
1

1 1

1 1
1

n

n nn n

 


 

    là chuỗi số điều hòa, nó phân kỳ. 

 Định nghĩa. Nếu chuỗi số 
1

n

n

u




  hội tụ thì 
1

n

n

u




  được gọi là hội tụ tuyệt đối. Nếu 

chuỗi số 
1

n

n

u




  hội tụ còn chuỗi số 
1

n

n

u




  phân kỳ thì chuỗi số 
1

n

n

u




  được gọi là bán hội tụ.  

 Ví dụ:  

a/ Chuỗi số  
1

1

1
1

n

n n






  bán hội tụ. 

b/ Xét sự hội tụ của chuỗi số  
1

2
1

sin
1

n

n

n

n






 . 

Lập chuỗi số 
2

1

sin

n

n

n





  

Với 1n  , ta có 
2 2

sin 1n

n n


 . Vì chuỗi 

2
1

1

n n





  hội tụ theo tiêu chuẩn tích phân. 

Suy ra chuỗi 
2

1

sin

n

n

n





  hội tụ. Vậy chuỗi đã cho hội tụ tuyệt đối. 

* Chú ý: Nếu dung tiêu chuẩn Đalambe hay Côsi mà biết được 
1

n

n

u




  phân kỳ thì chuỗi 

1

n

n

u




  phân kỳ. 

3.2. Chuỗi lũy thừa 

3.2.1. Định nghĩa 

3.2.1.1. Chuỗi hàm số 

Chuỗi hàm số là chuỗi mà các số hạng của nó là những hàm của biến độc lập x: 
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        1 2

1

... ...(1)n n

n

u x u x u x u x




      

3.2.1.2. Chuỗi lũy thừa 

Chuỗi lũy thừa là chuỗi hàm có dạng:  

       
2

0 0 1 0 2 0 0

0

... ...(2)
n n

n n

n

a x x a a x x a x x a x x




          . 

Ta chỉ xét chuỗi lũy thừa với x0: 
2

0 1 2

0

... ...(3)n n

n n

n

a x a a x a x a x




      . 

Vì mọi chuỗi lũy thừa có dạng  0

0

n

n

n

a x x




 , bằng phép biến đổi 0x x x   , đều đưa 

được về dạng (3). 

3.2.1.3. Định lý Aben 

Nếu chuỗi lũy thừa dạng (3) hội tụ tại 0 0x x   thì nó hội tụ tuyệt đối tại mọi x thỏa 

mãn bất đẳng thức 0x x . 

*Hệ quả. Nếu chuỗi lũy thừa (3) phân kỳ tại 0x x  thì nó sẽ phân kỳ tại mọi x thỏa mãn 

0x x . 

3.2.2. Bán kính hội tụ 

3.2.2.1. Định nghĩa 

Số r  0 r    sao cho chuỗi lũy thừa (3) hội tụ tuyệt đối trong khoảng  ;r r  và 

phân kỳ trong các khoảng  ; r  ,  ;r  . Tại x r   và x r , chuỗi (3) có thể hội tụ, có 

thể phân kỳ. Số r nói trên được gọi là bán kính hội tụ, khoảng  ;r r  gọi là khoảng hội tụ 

của chuỗi lũy thừa (3). Do đó: Muốn tìm miền hội tụ của chuỗi lũy thừa (3) ta tìm khoảng hội 

tụ, rồi xét thêm sự hội tụ tại hai điểm mút (miền hội tụ là tập hợp tất cả các điểm hội tụ). 

3.2.2.2. Quy tắc tìm bán kính hội tụ của chuỗi lũy thừa 

 Định lý. Nếu 
1

lim
n

n
n

a

a



  (hoặc lim n

n
n

a 


 ) thì bán kính hội tụ r của chuỗi lũy 

thừa (3) được xác định như sau: 

1/ 0

0

0

khi

r khi

khi

 





  


  
 

 

Giả sử biết bán kính hội tụ của chuỗi lũy thừa là r, khi đó  ;r r  được gọi là khoảng hội 
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tụ của chuỗi lũy thừa. Muốn xác định miền hội tụ ta phải xét cụ thể các chuỗi số tương ứng 

với các giá trị tại các đầu mút của khoảng hội tụ. 

Nếu có vô số các hệ số a 0n  , thì ta phải tìm miền hội tụ của chuỗi lũy thừa theo các 

bước sau: 

Bƣớc 1: Tìm 
 

 
1

lim
n

n
n

u x

u x




 hoặc  lim n

n
n

u x


, giả sử chúng có giới hạn là  u x . 

Bƣớc 2: Giải bất phương trình   1u x  . Nghiệm của bất phương trình này là những 

điểm hội tụ của chuỗi lũy thừa (khoảng hội tụ). 

Bƣớc 3: Xét tại các điểm biên là nghiệm của phương trình   1u x  . 

Bƣớc 4: Kết luận về miền hội tụ của chuỗi lũy thừa. (Hiển nhiên với những điểm là 

nghiệm của bất phương trình   1u x   là những điểm phân kỳ). 

 Ví dụ: Xét miền hội tụ của chuỗi  
1

1
6 8

n
n

n

x

n








  

Cách 1. Dùng quy tắc tìm bán kính hội tụ suy ra khoảng hội tụ, sau đó xét tại các đầu mút 

để kết luận về miền hội tụ. 

Ta có 1 6 8
lim lim 1

6 2

n

n n
n

a n

a n



 


 


 

Vậy bán kính hội tụ là r=1, suy ra khoảng hội tụ (-1;1). 

Tại x=1, chuỗi đã cho trở thành  
1

1
1

6 8

n

n n








 . Đây là chuỗi số đan dấu, hội tụ theo tiêu 

chuẩn Lepnit. 

Tại x=-1, chuỗi đã cho trở thành  
 

1 1

1 1
1

6 8 6 8

n

n

n nn n

 

 


 

 
  . Đây là chuỗi số dương, 

phân kỳ vì tương đương với chuỗi điều hòa. 

Vậy miền hội tụ của chuỗi lũy thừa đã cho là 1 1x   . 

Cách 2. Ta có 
 

 
   

 

 

11
1 6 8

lim lim 1 : 1 lim
6 2 6 8 6 2

nn n
n nn

nn n n
n

u x x nx x
x

u x n n x n




  


    

  
. 

Giải bất phương trình 1 1 1x x     , suy ra khoảng hội tụ là (-1;1). Tiếp tục xét tại 

các đầu múc như cách 1, ta cũng thu được miền hội tụ là 1 1x    
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Ví dụ 2. Tìm miền hội tụ của chuỗi 
 

   2
1

1

1 ln 1

n

n

x

n n







 
 . (1) 

Cách 1. Đặt 1x x  . Khi đó (1) được viết lại là 
   2

1 1 ln 1

n

n

x

n n



  
 . 

   

   

2

1

2

1 ln 1
lim lim 1

2 ln 2

n

n n
n

n na

a n n



 

 
 

 
. Do đó bán kính hội tụ r=1, suy ra khoảng hội tụ 

đang xét là (-1;1). Từ đó suy ra khoảng hội tụ của chuỗi (1) là 1 1 1 2 0x x       . 

Tại x=-2, chuỗi đã cho trở thành 
 

   2
1

1

1 ln 1

n

n n n







 
 . 

Đây là chuỗi đan dấu, hội tụ theo Lepnit. 

Tại x=0, chuỗi đã cho trở thành 
   2

1

1

1 ln 1n n n



  
 , đây là chuỗi số dương, hội tụ theo 

tiêu chuẩn tích phân. 

Vậy miền hội tụ của chuỗi đã cho là  2;0 . 

Cách 2.  

Xét 

 

 

 

   

 

   
 

   

   

1 2

1

2 2 2

1 1 1 ln 1
lim lim : lim 1 1

2 ln 2 1 ln 1 2 ln 2

n n

n

n n n
n

u x x x n n
x x

u x n n n n n n





  

   
    

     
 

Giải bất phương trình 1 1x   , suy ra khoảng hội tụ là -2<x<0. 

Xét tại hai đầu mút như trên, ta có miền hội tụ là  2;0 . 
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BÀI TẬP CỦNG CỐ CHƢƠNG 3 

------- 

1. Khảo sát sự hội tụ của các chuỗi số sau: 

a/ 


 1 1n n

n
,   b/  

1

1
1 1

n

n n
n





   , 

c/
 3

1

1

1n ln n



 
    d/ 

1

3 . !n

n
n

n

n





  

e/ 

4 3 1

1

1

1

n n

n

n

n

 



 
 

 
 ,  f/ 

2

1

1

2
3

3

n

n

n

n

n






 
 

 
 , 

g/ 


1 .3

1

n
nn e

,   h/ 
 

2

1

os n

1n

c

n n



 
 . 

i/ 
  
2

1

ln 1 sin 1/

lnn

n

n n








 ,  j/ 

 

 

5

1

3n+2

4 3

n

n
n

n
n



 
  

k/ 

 1

1

1

1

n n

n

n

n





 
 

 
    l/ 

2

1

1

3

n

n
n

n

n



 
 
 

  

2. Khảo sát sự hội tụ của các chuỗi số sau: 

a/ 
 

1

1

2

n

n n








    b/ 

 

1

1 ln
n

n

n

n






 , 

c/  







1

1

2

!
1

n
n

n n
   d/  








1

1 1
1

n

n

n
, 

e/  







1

1 1
1

n

n

n
,   f/  

1

2 1
1

3 1

n
n

n

n

n





 
  

 
  , 

g/   

2

1

1

2
1

!

n
n

n n






    h/  
 

 
1

1

3.5.7... 2 1
1

2.5.8... 3 1

n

n

n

n










 . 

3. Tìm bán kính hội tụ và miền hội tụ của các chuỗi sau: 

a/ 
 

1

1

2 1

n n

n

x

n








    b/ 

 

1

5 2

1

nn

n

n

x
n





 


 , 

c/ 


1n

n

n

x
    d/   

 







1 3.

2

n
n

n

n

x
 

e/ 
1

! n

n

n x




     f/ 
1

! n

n
n

n x

n
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g/  
1

3
nn

n

n x




    h/  
 

 1

3
1

2 1 . 1

n

n

n

x

n n








 
  

i/  

2

1

1
1 1

n
n

n

x
n





 
  

 
   j/  

1

3
nn

n

n x




 . 
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Chƣơng 4 

ĐẠO HÀM VÀ VI PHÂN CỦA HÀM NHIỀU BIẾN 

------- 
 
 

 

 

 

 

 

4.1. CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN 

4.1.1. Tập hợp trong 
n

  

 Gọi   1 2 n ix ,x ,...,x : x ,  i=1,2,...n n     là không gian n chiều (n * ). 

Phần tử  , ,..., nx x x x 1 2  của 
n

 được gọi là điểm hay vectơ, còn ix  (i=1,2,…,n) được 

gọi là toạ độ thứ i của x . 

Hai phần tử  1 2 nx= x ,x ,...,x  và  1 2 ny= y ,y ,...,y  được gọi là bằng nhau nếu 

  , ,...i ix y i n 1 2 . 

Khoảng cách giữa hai điểm  1 2 nx= x ,x ,...,x  và  1 2 ny= y ,y ,...,y  là số  

         2 2 2 2

1 1 2 2 n n i id x,y = x -y + x -y +...+ x -y = x -y
n

i

1

 

Trong tài liệu này, ta sẽ làm việc trên không gian nền gồm tập 
n

 được trang bị khoảng 

cách d(x,y) như trên. 

Trong 
n

 cho điểm M0 và số thực 0 . Lân cận của điểm M0 bán kính   là tập hợp 

    ε 0 0N M M :d M,Mn    . 

* Định nghĩa: Gọi S là tập con của 
n

 và M0
n

: 

 Điểm M0 được gọi là điểm trong của S nếu tồn tại lân cận εN  của M0 sao cho 

0 εM N S  . Tập S được gọi là mở nếu mọi điểm của nó điều là điểm trong. 

 Điểm M0 được gọi là điểm biên của S nếu với mọi lân cận εN  của M0 đều vừa chứa 

những điểm thuộc S, vừa chứa những điểm không thuộc S, tức là εN S ,   

 εN \ Sn  . Như vậy của S có thể thuộc S, cũng có thể không thuộc S. Tập hợp tất cả 

các điểm biên của S gọi là biên của S, kí hiệu  S. 

 S được gọi là tập đóng nếu mọi điểm biên của S đều là điểm thuộc S, kí hiệu S .  
Hình 65 

 Mục tiêu học tập: Sau khi học xong bài này, người học có thể: 

- Tìm đạo hàm, vi phân của hàm nhiều biến. 

- Vận dụng đạo hàm và vi phân tìm cực trị, GTLN, GTNN của hàm số; ứng 

dụng vi phân để tính giá trị gần đúng. 
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 Phần trong của S là tập các điểm trong của S. 

 Tập  oS M / d(M ,M)<rn   (r>0) được gọi là hình cầu mở tâm Mo, bán kính r. 

 Tập S được gọi là bị chặn nếu tồn tại một hình  cầu nào đó chứa nó. 

 Tập S gọi là liên thông nếu với mọi cặp điểm M1, M2 trong S đều được nối với nhau bởi 

một đường cong liên tục nào đó nằm trọn trong S. Tập liên thông S gọi là đơn liên nếu nó bị 

giới hạn bởi một mặt kín (một đường cong kín trong 
n

; tập liên thông S gọi là đa liên nếu 

nó bị giới hạn bởi từ hai mặt kín trở lên rời nhau từng đôi một.  

 

 

 

Trong 
2

, tập S trên Hình 1 liên thông, còn tập S trong Hình 2 là không liên thông. 

4.1.2. Hàm nhiều biến 

4.1.2.1. Định nghĩa 

Cho 
n

và D n .  

Ánh xạ f : D  

      1 1M= ,..., u=f M =f ,...,n nx x x x  

gọi hàm số của n biến số xác định trên D.  

Tập D được gọi là tập xác định của hàm f. Đó là tập các điểm  , ,... nx x x1 2  sao cho 

 1 2 nf x ,x ,...x  xác định. 

Tập   f M / M D  gọi là tập giá trị của hàm số. 

Khi n=2 hoặc n=3 ta thường kí hiệu    z=f x,y ,  u=f x,y,z . 

4.1.2.2. Ví dụ 

 Trong 2 , cho hàm số f(x, y)= 2 21  x y   thì D={(x, y) 2 : x
2
+ y

2
1}. (hình 3) 

Hình 1                                                     Hình 2                                                 
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Trong 3 , cho hàm số f(x,y,z) =
2 2 2

x

9 x y z  
 thì  

    D={(x,y,z):x
2
+y

2
+z

2
<9}. (hình 4) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4.1.3. Biểu diễn hình học của hàm hai biến 

Giả sử hàm hai biến  z=f x,y  xác định trên miền D. Ta thấy cặp (x,y) biểu diễn một điểm 

M(x,y) trong mặt phẳng Oxy, nên có thể xem hàm hai biến f(x,y) là hàm của điểm M(x,y). Ta biểu 

diễn hình học hàm hai biến như sau:  

Vẽ hệ trục toạ độ Đêcác vuông góc Oyxz. Với mọi điểm M(x,y) trong miền D của mặt 

phẳng Oxy cho tương ứng với một điểm P trong không gian có toạ độ là   x,y,f x,y .  Quỹ 

tích của điểm P khi M chạy trong miền D được gọi là đồ thị của hàm hai biến  z=f x,y . 

 

 

Đồ thị của hàm hai biến thường là một mặt cong trong không gian, mà hình chiếu của nó 

Hình 3 Hình 4 

z 

x 

y 

M 

P   x,y,f x,y  

D 

 
O 

Hình 5 
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x 

z 

y 

1 

1 

 
1 

Hình 6 

trên mặt phẳng Oxy là miền xác định của hàm. 

Ví dụ: 

Hàm z=1-x-y ( 0 ;0x y x    1 1 ) có đồ thị là một mặt tam 

giác với các đỉnh (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1). (Hình 6) 

4.1.5. Giới hạn của hàm nhiều biến 

4.1.5.1. Định nghĩa 

Nói rằng dãy điểm   n n nM x , y  dần đến điểm M0(x0, y0) 

trong 2 ; kí hiệu 
n 0

M M  khi n nếu  n 0lim d M ,M 0
n

  

hay 
0

0

lim

lim

n
n

n
n

x x

y y





  

 

4.1.5.2. Định nghĩa 

Cho hàm z = f(M)=f(x,y) xác định trong lân cận U nào đó của điểm M0(x0,y0), có thể trừ 

tại điểm M0. Ta nói rằng hàm f(M) có giới hạn là L khi M(x,y) dần đến M0(x0,y0) nếu mọi 

dãy điểm Mn(xn, yn) (khác M0) thuộc lân cận U dần đến M0 ta đều có:  n n
limf x ,y =L
n

. 

Thường kí hiệu:  

 
0M M

lim f M =L


 hay 
   

 
0 0x,y x ,y

lim f x,y =L


hay  
0

0

x x
y y

lim f x,y =L



. 

(Sử dụng ngôn ngữ ,   ta cũng có định nghĩa sau:  Hàm f(M) có giới hạn là L khi 

MM0 khi và chỉ khi >0,  = (,M0) > 0 sao cho d(M0,M)<   |f(M) – L|<). 

*Chú ý: 

1. Tất cả các khái niệm giới hạn vô hạn hoặc các định lí về 

giới hạn: tổng, tích, thương đều giống như hàm số một biến số. 

2. Từ định nghĩa ta nhận thấy: Giới hạn L của hàm số f(x,y) 

khi M→M0 không phụ thuộc đường đi của M tiến đến M0. Vì 

thế, nếu khi dãy Mn  tiến đến  M0 trên hai đường C1, C2 khác 

nhau mà dãy f(Mn) tiến đến hai giới hạn khác nhau thì hàm số 

không có giới hạn tại M0.  

4.1.5.3. Ví dụ 

1. Tìm giới hạn của các hàm số sau: 

a) 
   

2 2

x,y ,

x -y
lim

x-y 1 1
. 

Hình 17 
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Giải 

Ta có M0(1,1) không thuộc miền xác định D của hàm số đã cho. 

Xét dãy điểm bất kì Mk(xk,yk) D  hội tụ đến điểm M0(1,1), nghĩa là: 

lim 1, lim 1k k
k k

x y
 

  . Giới hạn của dãy giá trị hàm số tương ứng là: 

   
2 2

k k
k k k

k k

x -y
lim f M lim lim x +y

x -yk k k  
   1 1 . 

Vậy hàm số có giới hạn tại M0(1,1) bằng 2. 

b) 
   

 
    2 2x,y , x,y ,

x+y
lim f x,y = lim

x -xy+y   
. 

Giải 

Ta có: 

2 2 2 2 2 2

x+y x+yx+y
0

x -xy+y x -xy+y x +y - xy
    

xx+y x+y 1 1
= + 0 khi 

y2 xy - xy xy x y

     
 

Theo nguyên lý kẹp ta được: 

   
 

    2 2x,y , x,y ,

x+y
lim f x,y lim 0

x -xy+y   
  . 

c) 
2

2 20
0

x
lim

x +yx
y

y




 

Giải 

Ta có   2D= \ 0,0 . 

Theo bất đẳng thức Côsi, ta có: 

2

2 2 2 2

x
0

x +y x +y 2

x y xy
x


    

Do đó khi 0x   thì   
2

2 20 0
0 0

x
limf x,y = lim 0

x +yx x
y y

y

 
 

  

2. Chứng minh rằng hàm số sau không có giới hạn tại điểm M0(0,0): 

 
2 2x +3y

f x,y =
5xy

 

Giải 
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Xét dãy điểm 
k

1 1
M , D

k k

    
 miền xác định của hàm số và dãy điểm này hội tụ đến điểm 

M0(0,0). Khi đó dãy hàm số tương ứng có giới hạn là: 

 
2 2

k k

2

1 1
+

4k klim f x ,y lim
5 5

k

k k 
   

Mặt khác, xét dãy điểm 
k

1 2
N , D

k k

    
. 

Dãy giá trị hàm số tương ứng có giới hạn là:  

 
2 2

k k

2

1 12
+

13k klim f x ,y lim
10 10

k

k k 
   

Vậy theo định nghĩa hàm số đã cho không có giới hạn tại điểm M0(0,0). 

4.1.6. Tính liên tục của hàm số nhiều biến số 

4.1.6.1. Định nghĩa 

 Giả sử 2f:D   , điểm M0 thuộc D. 

Hàm số f được gọi là liên tục tại M0 nếu: 

i) M0D (tức là tồn tại giá trị f(Mo)) 

ii) Tồn tại giới hạn 
0M M

lim f(M)


. 

iii)  
0

0
M M
lim f(M)=f M


. 

Giả sử hàm số f(M) xác định trên miền D. Nói rằng hàm số liên tục trên miền D nếu nó 

liên tục tại mọi điểm MD. 

Hàm số f(M) liên tục trên miền đóng D  nếu nó liên tục trên miền D và liên tục tại mọi 

điểm N∂D.  

*Chú ý: Với M0(x0, y0), gọi: x = x – x0, y = y – y0, là các số gia của các biến độc lập 

x, y và f = f(x0 + x, y0 + y) – f(x0, y0 ) là số gia toàn phần của hàm số f(x,y) tương ứng 

với các số gia x, y. Khi đó hàm số f(x,y) liên tục tại (x0,y0) nếu nó xác định tại (x0,y0) và 

   , 0,0
lim f 0

x y  
  . 

4.1.6.2. Định nghĩa 

Hàm số u=f(M) được gọi là gián đoạn tại M0 nếu nó không liên tục tại điểm này. 
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Như vậy hàm u=f(M) gián đoạn tại M0 nếu: 

i) Hoặc không xác định tại M0. 

ii) Hoặc hàm xác định tại M0 nhưng không tồn tại 
0M M

lim f(M)


. 

iii)  Hoặc hàm xác định tại M0 nhưng  
0

0
M M
lim f(M) f M


 . 

4.1.6.3. Ví dụ 

Xét tính liên tục của các hàm số sau: 

a)  

2
2 2

2 2

x y
khi x +y 0

f x,y x +y

0 khi x=y=0

 

 

Giải  

Hàm số  f x,y  liên tục tại mọi điểm 2 2x +y 0 . 

Xét tính liên tục của  f x,y  tại (0,0): 

Ta có: 
   

 
   

 
2

2 2x,y 0,0 , 0,0

x y
lim f x,y lim =0 f 0,0

x +yx y 
   

Vậy  f x,y  liên tục trên 2 . 

b)  

α

2 2

2 2

xy
khi x +y 0

f x,y = x +y

0 khi x=y=0

 

 

trong đó   là hằng số dương. 

Giải 

Hàm số  f x,y  liên tục tại mọi điểm 2 2x +y 0 . 

Xét tính liên tục của hàm số  ,f x y  tại  điểm (0,0). 

Ta có      
α-1

2 2 2 2

α

1 1
xy x +y f x,y x +y

2 2
    

Nếu  >1 thì 
   

   
, 0,0
lim f x,y 0 f 0,0

x y 
  . 

Vậy  f x,y  liên tục tại điểm (0,0). 

Nếu  1 thì  

Ta có:    

2α

2 2 1-α

x 1
f x,x = =

2x 2x
. Nên  f x,x  không dần tới 0 khi x 0 . 
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Vậy  f x,y  không liên tục tại (0,0). 

4.2. Đạo hàm và vi phân 

4.2.1. Đạo hàm riêng 

4.2.1.1. Định nghĩa 

Cho Z= f(x,y) xác định trong miền D và M0(x0,y0) D. Cố định y=y0, nếu hàm f(x,y0) có 

đạo hàm theo biến x tại x=x0 thì đạo hàm đó được gọi là đạo hàm riêng của hàm f(x,y) theo 

biến x tại M0(x0,y0). 

Ký hiệu: 
x x 0 0

Z ,   f '(x , y ) , 
0 0

f
(x , y )

x




, 

0 0

Z
(x , y )

x




, tức là  

0 0 0 0

0 0 x 0

f (x x, y ) f (x , y )f
(x , y ) lim

x x 

 


 
 

Tương tự: Cố định x=x0, nếu hàm f(x0,y) có đạo hàm theo biến y tại y=y0 thì đạo hàm đó 

được gọi là đạo hàm riêng của hàm f(x,y) theo biến y tại M0(x0, y0). 

Ký hiệu :
y y 0 0

Z ,   f '(x , y ) , 
0 0

f
(x , y )

y




, 

0 0

Z
(x , y )

y




. tức là  

0 0 0 0

0 0 y 0

f (x , y y) f (x , y )f
(x , y ) lim

y y 

 


 
 

Một cách tổng quát, ta có thể mở rộng khái niệm đạo hàm riêng ra đối với hàm n biến với 

n 3 . Chẳng hạn, đạo hàm riêng theo biến z của hàm  , ,u f x y z  tại M0(x0, y0,z0) là: 

0 0 0 0 0 0

0 0 0 z 0

f (x , y ,z y) f (x , y ,z )f
(x , y ,z ) lim

z z 

 


 
 

* Nhận xét: Như vậy khi tính đạo hàm riêng theo biến x tại (x0,y0) bằng cách coi y=y0 là 

hằng số và tính đạo hàm của hàm một biến f(x,y0) tại x=xo. Tương tự, tính đạo hàm riêng theo 

biến y tại (x0,y0) ta tính đạo hàm của hàm một biến 

f(x,y0) tại y=yo (xem x=xo là hằng số). 

Như vậy, theo nhận xét trên thì các quy tắc và công 

thức tính đạo hàm riêng cũng giống như quy tắc và các 

công thức tính đạo hàm hàm một biến. 

4.2.1.2. Ý nghĩa  

Gọi S là đồ thị của hàm số  Z=f x,y , C1 là giao 

tuyến của S và mặt phẳng y=y0, C1 chính là đồ thị của 

hàm số một biến số  0f x,y  trên mặt phẳng y=y0. Do Hình 18 
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đó đạo hàm riêng  x 0 0f x ,y  là hệ số góc của đường tiếp tuyến T1 của C1 tại điểm 

 0 0 0P x ,y ,z  trong đó  0 0 0Z =f x ,y . Còn đạo hàm riêng  y 0 0f x ,y  là hệ số góc của đường 

tiếp tuyến T2 của C2 của mặt S với mặt phẳng x=x0 tại điểm  0 0 0P x ,y ,z . 

Đạo hàm riêng của hàm số z=f(x,y) theo biến x tại điểm M0(x0,y0) cũng biểu thị vận tốc 

biến thiên của hàm số  Z=f x,y  theo hướng x tại điểm M0(x0,y0), còn đạo hàm riêng của 

hàm số Z=f(x,y) theo biến y tại điểm M0(x0,y0) biểu thị vận tốc biến thiên của hàm số 

 Z=f x,y  theo hướng y tại điểm M0(x0,y0), 

4.2.1.3. Ví dụ 

a) Tìm đạo hàm riêng của hàm số ln tan
x

Z
y

  . 

b) Tìm đạo hàm riêng của hàm số 
2x yu=e cosz  . 

c) Tìm đạo hàm riêng của hàm số  z
u=acrtan x-y . 

4.2.1.4. Đạo hàm riêng cấp cao 

 Định nghĩa 

Giả sử hàm  Z=f x,y  có các đạo hàm riêng ,x yZ Z  . Các đạo hàm riêng này được gọi là 

đạo hàm riêng cấp 1 của hàm số  Z=f x,y . Chúng cũng là các hàm số theo biến x, y. Vì vậy 

có thể xét đạo hàm riêng của chúng:   ,x x
Z     ,x y

Z     ,y x
Z    y y

Z   gọi là đạo hàm riêng 

cấp 2 của hàm  Z=f x,y . Ta dùng các kí hiệu sau: 

 
2

2

Z
Z Z

x
x xxx

  


,  
2

xyy

Z
Z Z

x y
x

  
 

, 

 
2

y yxx

Z
Z Z

y x

  
 

,  
2

yy 2y

Z
Z Z

y
y

  


 

Tổng quát, các đạo hàm riêng của các đạo hàm riêng cấp (n-1) của hàm  Z=f x,y  được 

gọi là các đạo hàm riêng cấp n của hàm Z. 

 Định lí 1. (Định lí Schwartz) 

Nếu hàm  Z=f x,y  có các đạo hàm riêng 
2 2z z

;
x y y x

 

   
 trong miền D và nếu các đạo hàm 

riêng ấy liên tục tại  0 0x ,y D  thì   
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2

0 0x ,y
x y

z

 
=  

2

0 0

z
x ,y

y x



 
. 

Định lí Schwartz còn được mở rộng cho hàm nhiều hơn hai biến và cho các đạo hàm 

riêng cấp cao hơn. Chẳng hạn, hàm số  u=f x,y,z  có các đạo hàm riêng cấp 3 liên tục tại 

điểm  0 0 0x ,y , Dz   thì  

     
3 3 3

0 0 0 0 0 0 0 0 0x ,y , x ,y , x ,y ,
u u u

z z z
x y z x z y y x z

  
 

        
 

Ví dụ: 

Tính đạo hàm riêng cấp 2 của các hàm số sau: 

a)   2 y 3 2 5Z=f x,y =x e +x y -y . 

b)  
sin

Z=f x,y =e +arctanxy
y

x . 

c)   2 x-yzu=f x,y,z =z e  . 

4.2.2. Vi phân 

4.2.2.1. Định nghĩa 

Cho hàm số  Z=f x,y  xác định trong miền D và  0 0x ,y D . Cho x số gia Δx , y số gia 

y  sao cho  0 0x +Δx,y +Δy D . 

Hàm  Z=f x,y  được gọi là khả vi tại  0 0x ,y  nếu số gia toàn phần  

   0 0 0 0f=f , y y f x ,yx x     

có thể viết dưới dạng: 

f=A. B. y+α. β. yx x        

trong đó, A, B là các hằng số; α, β 0 khi  x, y 0    . 

Khi đó đại lượng A. B. yx    được gọi là vi phân toàn phần của hàm  Z=f x,y  tại 

 0 0x ,y  và kí hiệu là  0 0df x ,y  hay dz. Ta có: 

 0 0dz=df x ,y A. B. yx     

Hàm  Z=f x,y  gọi là khả vi trong miền D nếu  Z=f x,y  khả vi tại mọi điểm  x,y D . 

*Nhận xét:  

Từ định nghĩa trên, ta có: 
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Hàm số  Z=f x,y  khả vi tại  0 0x ,y
2 20

0

f df
lim 0

x yx
y

 
 

 
 

 
. 

4.2.2.2. Điều kiện khả vi của hàm số 

*Điều kiện cần 

 Định lí 2: Nếu hàm số  Z=f x,y  khả vi tại  0 0x ,y  thì hàm  Z=f x,y  liên tục tại 

 0 0x ,y . 

 Định lí 3: Nếu hàm số  Z=f x,y  khả vi tại  0 0x ,y  thì tại đó tồn tại các đạo hàm riêng 

   0 0 0 0f x ,y , f x ,yx y
   và có 

 

 

*Nhận xét:  

i) Nếu hàm số  Z=f x,y x  thì 
Z

x




=1 và 0

Z

y





. Ta có  

Z Z
dx=dZ= x x

x y
y

 
    

 
 

Tương tự, nếu hàm số  Z=f x,y y  thì 
Z

y




=1 và 0

Z

x





. Ta có  

dy=dZ=
Z Z

x y y
x y

 
    

 
. 

Do đó vi phân của hàm  Z=f x,y  thường được viết dưới dạng: 

 

 

 

ii) Biểu thức vi phân có thể mở rộng cho hàm nhiều biến n 3 biến. Chẳng hạn  

 Với hàm ba biến  u=f x,y,z , ta có: 

du= dx dy+ dz
u u u

x y z

  


  
. 

Với hàm n biến  1 2u=f x ,x ,..., nx , ta có: 

1 2

1 2

du= dx dx +...+ dxn

n

u u u

x x x

  


  
 

Theo định lí 3 thì hàm  Z=f x,y  khả vi tại  0 0x ,y  thì tại  0 0x ,y  tồn tại các đạo hàm 

     0 0 0 0 0 0df x ,y f x ,y f x ,yx yx y      

dZ= dx dy
Z Z

x y
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riêng    0 0 0 0f x ,y , f x ,yx y
  . Tuy nhiên sự tồn tại các đạo hàm riêng này không đủ để khẳng 

định rằng hàm  Z=f x,y  khả vi tại  0 0x ,y . 

Chẳng hạn xét hàm   3f x,y xy  tại (0,0). Ta có: 

 
   

0

f 0 ,0 f 0,0
f 0,0 lim 0x

x

x

x 

 
  


 

Tương tự,  
   

0

f 0,0 f 0,0
f 0,0 lim 0y

y

x

y 

 
  


 

Nhưng hàm   3f x,y xy  không khả vi tại (0,0), thật vậy: 

Xét 
    3

2 2 2 2

f 0,0 f 0,0x yf x y x y

x y x y

          
   

 

Lấy x y    thì 
    2/3

2 2

f 0,0 f 0,0

2

x yf x y x

xx y

          
 

. 

*Điều kiện đủ 

 Định lí 4: Nếu hàm số  Z=f x,y  có tại các đạo hàm riêng ở lân cận điểm  0 0x ,y  và 

nếu các đạo hàm riêng đó liên tục tại  0 0x ,y  thì  Z=f x,y  khả vi tại  0 0x ,y . 

* Chú ý:  Ta có các công thức tính vi phân của hàm hai biến giống như ở hàm một biến. 

 

 

 

2

d au =adu

d u±v =du±dv

d uv =vdu+udv

u vdu-udv
d =

v v

 
 
 

 

Nhờ các công thức trên ta có thể rút ngắn việc tính vi phân của hàm hai biến. 

4.2.2.3. Ví dụ 

1) Tìm vi phân toàn phần của hàm số: 

a) 2 2Z x y  . 

b) 
2 2 2sinx yu e z . 

2) Tính vi phân toàn phần của hàm số:    2 2, lnZ f x y x xy y     tại  0M 1,2  biết 

0,1; 0,2x y    . 

4.2.2.4. Ứng dụng vi phân toàn phần để tính gần đúng 



   

Tài liệu giảng dạy Môn Vi tích phân                      72 
 

Giả sử hàm số  Z=f x,y  khả vi tại  0 0x ,y . Ta có: 

        2 2

0 0 0 0 0 0 0 0f x + x,y -f x ,y f x ,y f x ,yx yy x y x y           

Trong đó 0 khi x 0, 0y       

Khi x , y   khá bé thì 

       0 0 0 0 0 0 0 0f x + x,y -f x ,y f x ,y f x ,yx yy x y        

Ta có công thức xấp xỉ 

 

 

Ví dụ: 

Tính giá trị gần đúng của 
1,02

arctan
0,95

. 

Giải 

Xét hàm  
x

f x,y arctan
y

 , ta có 

   x y2 2 2 2

y x
f x,y = ; f x,y =

x +y x +y
  . 

Khi đó ta được công thức tính gần đúng 

0 0 0 0

2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

x +Δx x y x
arctan arctan + Δx+ Δy

y +Δy y x +y x +y
  

Nếu chọn 

 
0

0

1, 0,02

1, 0,05

x x

y y

  

   
 

thì     
1,02 1 1 1 0,7

arctan arctan . 0,02 + 0,05 0,82
0,95 1 2 2 4 2


      . 

4.2.2.5. Vi phân cấp cao 

 Định nghĩa 

Giả sử hàm số  Z=f x,y  khả vi. Khi vi phân toàn phần dZ= dx dy
Z Z

x y

 


 
 cũng là hàm 

của hai biến x, y. Nếu dZ có vi phân toàn phần thì vi phân đó được gọi là vi phân cấp hai của 

Z, kí hiệu d
2
Z. Ta có 

d
2
Z=d(dZ). 

Tổng quát, vi phân của vi phân cấp n-1 của hàm Z được gọi là vi phân cấp n hay n lần 

       0 0 0 0 0 0 0 0f x + x,y f x ,y +f x ,y f x ,yx yy x y        
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Kí hiệu 

khả vi. 

d
n
Z=d(d

n-1
Z). 

Hàm số có vi phân cấp n được gọi là khả vi đến cấp n hay n lần khả vi. 

 Công thức tính vi phân cấp cao 

Giả sử hàm số  Z=f x,y  có các đạo hàm riêng đến cấp n liên tục. Ta có: 

dZ= dx dy
Z Z

x y

 


 
 với dx, dy không đổi. 

Suy ra  

 
2 2 2

2 2 2

2 2

Z Z Z
d Z=d dZ =d dx dy dx 2 dxdy dy

x y x x y y

Z Z     
    

      
 

                  

2

dx dy z
x y

  
  

  
 

Tương tự đối với vi phân cấp cao hơn hai, ta đi đến công thức tổng quát 

nd z dx dy

n

z
x y

  
  

  
           

*Chú ý: 

i) Công thức trên vi phân cấp cao kí hiệu như trên được hiểu một cách hình thức là luỹ 

thừa bậc n của một nhị thức. Sau khi khai triển hàm z được đặt vào trong dấu  . 

ii) Nếu x, y lại là hàm của hai biến độc lập s, t nào đó thì công thức trên không còn đúng 

khi n 2 . 

 Ví dụ: 

Tính vi phân cấp 2 của hàm số   xZ f x, y = e .siny  

4.2.3. Đạo hàm của hàm hợp 

4.2.3.1. Định nghĩa 

Cho hàm  Z f ,u v  trong đó    u , , v ,u x y v x y   là hàm của hai biến độc lập x, y. 

Khi đó    Z f , , ,u x y v x y     là hàm hợp của hai biến x, y qua hai biến trung gian x, y. 

4.2.3.2. Định lí 5 

Cho hàm  Z f ,u v  trong đó    u=u x,y , v=v x,y . Nếu các hàm  f u,v ,  u x,y ,  

 v x,y  có các đạo hàm riêng liên tục đối với các biến của chúng thì tồn tại các đạo hàm 

riêng ,
Z Z

x y

 

 
 và có 
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. .

. .

Z Z u Z v

x u x v x

Z Z u Z v

y u y v y

    
 

    

    
 

    

 

*Chú ý: 

i) Nếu  Z=f u,v  với    u=u x , v=v x  là các hàm của x thì    Z=f u x ,v x    là hàm 

một biến theo x. Khi đó 
dZ

dx
 được gọi là đạo hàm toàn phần của Z theo x. 

dZ
. .

dx

Z u Z v

u x v x

   
 
   

 

ii) Từ định lí 5, ta có thể biểu diễn dạng phương trình ma trận sau 

Z u v Z

x x x u

Z u v Z

y y y v

       
            
       

           

 

Ma trận 

u v

x x

u v

y y

  
  
 
  

   

 gọi là ma trận Jacobian của u, v đối với x, y và định thức của  ma 

trận này gọi là định thức Jacobian của u, v đối với x, y được kí hiệu 
 

 

u,v
J

x,y





. 

4.2.3.3. Ví dụ:  

1) Cho hàm số uZ=e .sinv  với u=xy, v=x+y. Hãy tính 
Z

x




, 

Z

y




.  

2) Cho hàm số 
2x yZ e   với 2x=t , y=lnt . Tính 

Z

t




. 

4.2.4. Đạo hàm của hàm ẩn 

4.2.4.1. Định nghĩa 

Nếu hai giá trị của 2 biến x, y quan hệ với nhau bới hệ thức F(x,y) =0, ở đây coi F(x,y) 

như một hàm 2 biến xác định trên miền 2D . 

Nếu với mỗi x=x0 X xác định đúng một giá trị y=y0 sao cho F(x0,y0)=0 thì hệ thức 

F(x,y) xác định hàm một biến y = y(x) trên tập X. 

Ví dụ: Xét hệ thức   2 2F x,y 1 0x y     

Với  1,1x   , ta có   21y x x    
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Vậy hàm    21y x x   với  1,1x    và hàm   21y x x    với  1,1x    là 

các hàm ẩn xác định bởi hệ thức   2 2F x,y 1 0x y    . 

4.2.4.2. Định lí 6 (công thức tính đạo hàm của hàm ẩn) 

Cho hàm 2 biến F(x,y) xác định trong một lân cận của điểm  0 0,x y  và  0 0F x ,y 0 , 

giả thiết rằng F(x,y) có các đạo hàm riêng liên tục và  0 0F x ,y 0y
   tại mọi điểm (x,y) thuộc 

lân cận của. Khi đó tồn tại duy nhất hàm liên tục y=y(x) xác định trong lân cận của x0 thoả 

mãn điều kiện:     0y=y x , F x,y x 0  và 
 

 
x

x

y

F x,y
y =-

F x,y





  (hay 

 

 

,dy

dx ,

x

y

F x y

F x y


 


). 

Tương tự, giả sử hệ thức  F x,y,z 0  xác định hàm ẩn hai biến duy nhất  z=z x,y  theo 

định lí 6 tồn tại hàm ẩn. 

Thay z bởi  z x,y  vào hệ thức ta được đồng nhất thức  F x,y,z x,y 0    

Với zF 0   thì ta có 

yx

z z

FF
- , -

F F

z z

x y

 
 

  
 

4.2.4.3. Ví dụ 

Tìm đạo của các hàm ẩn xác định bởi các phương trình sau: 

a) y x xyxe -ye -e =0 , tính y’. 

b) 2 2 2 2x  y  z –  R 0   , tính  ,
z z

x y

 

 
. 

4.3. Cực trị và GTLN - GTNN của hàm số 

4.3.1. Cực trị của hàm hai biến 

4.3.1.1. Định nghĩa 

Cho hàm số  Z=f x,y  xác định trong 2D  và U(M0) là một lân cận nào đó của 

 0 0 0M x ,y D. Ta nói,  

 Hàm Z đạt cực đại tại M0 nếu f(M) < f(M0) với mọi MU(M0). 

 Hàm Z đạt cực tiểu tại M0 nếu f(M) > f(M0) với mọi MU(M0). 

Cực đại và cực tiểu của hàm  Z=f x,y được gọi chung là cực trị của hàm số Z. 

Tại M0(x0; y0) mà hàm đạt được cực trị gọi là điểm cực trị của hàm số.  

4.3.1.2. Quy tắc tìm cực trị  
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 Định nghĩa: 

- Điểm  0 0 0M x ,y  được gọi là điểm dừng của hàm số f(x,y) nếu 

   x 0 0 y 0 0f x ,y =f x ,y 0.  
 

- Điểm  0 0 0M x ,y  được gọi là điểm kì dị của hàm số f(x,y) nếu  x 0 0f x ,y  hoặc 

 y 0 0f x ,y  không tồn tại. 

Điểm dừng và điểm kì dị được gọi chung là điểm tới hạn. 

 Định lý 1: (điều kiện cần)  

Nếu hàm  Z=f x,y  đạt được cực trị tại M0(x0; y0)D và tại đây hàm số có các đạo hàm 

riêng hữu hạn    x 0 0 y 0 0f x ,y , f x ,y   thì các đạo hàm riêng đó phải triệt tiêu, tức là 

   x 0 0 y 0 0f x ,y =0, f x ,y 0.    

* Chú ý: 

- Định lý 1 cho phép ta hạn chế việc xét cực trị tại điểm dừng và điểm kì dị, ta gọi các 

đểm này là các điểm tới hạn. 

- Nếu D mở và  Z=f x,y  không có điểm kì dị thì điều kiện  x 0 0f x ,y =0,  y 0 0f x ,y 0   

chỉ là điều kiện cần để hàm đạt cực trị tại  0 0x ,y . Tuy nhiên nó không đủ để quyết định hàm 

đạt cực trị tại điểm này.  

Chẳng hạn hàm Z=xy có điểm dừng (0,0) nhưng hàm không đạt cực trị tại điểm này vì 

với những điểm (x,y) gần điểm (0,0) mà x>0, y<0 thì    f x,y <f 0,0 =0  và với những điểm 

(x,y) gần điểm (0,0) mà x>0, y>0 thì n  

Định lý sau đây cho ta điều kiện đủ để có cực trị. 

 Định lý 2: (Điều kiện đủ) 

Giả sử  0 0M x ,y  là điểm dừng của hàm số  Z=f x,y  và tại đây hàm số  Z=f x,y  có 

các đạo hàm riêng cấp 2 liên tục. Đặt 
2

2
A=

Z

x




,  
2

B=
Z

x y


 

, 
2

2
C=

Z

y




, 2B -AC  . Khi đó, 

i) Nếu < 0 thì  Z=f x,y  có cực trị tại  0 0M ,x y  và hàm  Z=f x,y  có cực đại nếu 

A<0 và có cực tiểu nếu A>0. 

ii) Nếu > 0 thì  Z=f x,y  không có cực trị tại M0(x0; y0). 

iii) Nếu =0: chưa kết luận được cực trị của hàm  Z=f x,y  tại M0(x0;y0). 

 Ví dụ: Tìm cực trị của các hàm số sau:  
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1) 3 3Z=x +2y -3x-6y  

Ta có: 2 2

x yZ =3x -3, Z =6y -6  . 

Tọa độ các điểm dừng là:        1 2 3 4M 1,1 ,M 1,1 ,M 1, 1 ,M 1, 1    . 

xx xy yyZ =6x, Z =0, Z =12y    

Tại  1M 1,1 , ta có =-72<0 và A=6>0  1M 1,1  là điểm cực tiểu. 

Tại  2M 1,1 , ta có =72>0   2M 1,1  không là điểm cực trị. 

Tại  3M 1, 1  , ta có =-72<0 và A=-6<0  3M 1, 1   là điểm cực đại. 

Tại  4M 1, 1 , ta có =72>0   4M 1, 1  không là điểm cực trị. 

2) Z = x
3
 + y

3
 – 3xy  

  

2 2

2 2

3x 3 0

3 3 0

x

y

Z y y x

Z y x x y

               
  

2

4

0 1

0 1

y x x x

y yx x

                  
  

Tọa độ các điểm dừng là: M1(1; 1); M2(0; 0)  

6x

3

6

xx

xy

yy

Z

Z

Z y

      

 

Ta có:  

Tại M1(1; 1), 2

1 1 1B A 9 36 27 0C      

 hàm số đạt cực tiểu tại M1(1; 1) và giá trị cực tiểu là Z = Z(M1) =-1 

Tại M2(0; 0), 2

2 2 2B -A C =9>0   

 hàm số không có cực trị tại M2  

3) Z = x
3
 +y

3
 

Ta có:    

2

x

2

y

Z =3x

Z =3y






 Tọa độ dừng M0(0;0)  

xx yy xyZ =6x, Z =6y, Z =0    

Tại M0(0,0), ta có B
2
-AC nên chưa kết luận được ngay.  

Chú ý rằng Z(0,0)=0 và Z(x,y)-Z(0,0)= x
3
 +y

3
, hiệu này 

dương nếu điểm M(x,y) nằm ở góc phần tư thứ nhất, âm nếu M 

x M0   + 
 

 - 

y 

Hình 19 
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nằm ở góc phần tư ba. Do đó dấu của hiệu Z(x,y)-Z(0,0) thay đổi ở lân cận điểm M0(0,0) nên 

M0(0,0) không là điểm cực trị.  

4.3.1.3. Cực trị có điều kiện  

 Định nghĩa 

Cực trị của hàm  Z=f x,y  với điều kiện ràng buộc  φ x,y =0  được gọi là cực trị có điều 

kiện. 

 Phƣơng pháp thế: 

Giả sử từ điều kiện ràng buộc  φ x,y =0  ta giải ra được y=y(x). Khi đó việc tìm cực trị 

có điều kiện của hàm  Z=f x,y  được quy về việc tìm cực trị tự do (không điều kiện) của 

hàm   Z=f x,y x  

Tức là, ta giải bài toán tìm cực trị điều kiện bằng cách sử dụng phương pháp cực trị của 

hàm một biến số.  

Ví dụ: Tìm cực trị của 2 21Z x y    với điều kiện x+y -1=0. 

Giải 

Từ điều kiện ta giải ra y=1-x. Thế vào biểu thức của Z, ta được 

2Z= 2. x-x  

Đây là hàm một biến của x xác định trên đoạn  0,1 . 

Ta có:  
2

dZ 2 1 2 dZ 1
0

dx 2 dx 2

x
x

x x


    


 

Lập bảng biến thiên:  

                                     

                                         

    

                                     

         

 

 

Tại x =1/2 hàm só 2 21Z x y   đạt cực đại và giá trị cực đại là Z(1/2,1/2) =
2

2
. 

 Phƣơng pháp nhân tử của Lagrange: 

Giả sử muốn tìm cực trị của hàm  Z=f x,y  với điều kiện ràng buộc  φ x,y =0  mà ta gặp 

phải các trường hợp sau: 

x 

dZ

dx
 

0 

2

2
 

+ - 0 

0 

Z 

1/2 0 1 
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i) Từ phương trình  φ x,y =0  không thể giải ra x hoặc y. 

ii) Sau khi dùng phép thế thì hàm kết quả Z của một biến không thể dễ dàng lấy đạo hàm. 

Để giải quyết vấn đề này người ta dựa vào phương pháp sau gọi là phương pháp nhân tử 

Lagrange để tìm cực trị có điều kiện.  

* Bài toán:  

Tìm cực trị của hàm số  Z=f x,y  với điều kiện  φ x,y =0 . 

Lập hàm Lagrange:      F x,y,λ =f x,y +λ.φ x,y  

Định lí 3: (Điều kiện cần) 

Giả sử các hàm  Z=f x,y  và  φ x,y  có các đạo hàm riêng cấp 1 liên tục ở lân cận của 

điểm  0 0 0M x ,y  và các đạo hàm riêng    x 0 0 y 0 0φ x ,y , φ x ,y   không đồng thời bằng 0. 

Khi đó, nếu hàm  Z=f x,y  đạt cực trị tại  0 0 0M x ,y  với điều kiện ràng buộc  φ x,y =0  

thì tồn tại một số 0  sao cho  

   
   

x 0 0 0 x 0 0

y 0 0 0 y 0 0

f x ,y +λ φ x ,y =0

f x ,y +λ φ x ,y =0

    
 

Định lí 4: (Điều kiện đủ) 

Giả sử  Z=f x,y  và  φ x,y  có đạo hàm riêng cấp 2 liên tục trong một lân cận của 

 0 0 0M x ,y  và  0 0 0x ,y ,  là điểm dừng của hàm Lagrange  F x,y,λ . Ta có: 

- Nếu          
2 22

0 0 x 0 0 0 0 0 0, , , , x 2 , , x , ,x xy xyd F x y F x y d F x y d dy F x y dy         xác định 

dương trong một miền theo dx, dy thỏa mãn điều kiện ràng buộc:  

     0 0 x 0 0 0 0dφ x ,y =φ x ,y x+φ x ,yyd dy   và 2 2dx 0dy    

thì hàm số  Z=f x,y đạt cực tiểu tại  0 0 0M x ,y  với điều kiện là  0 0φ x ,y 0 . 

- Nếu  2

0 0, ,d F x y   xác định âm trong một miền theo dx, dy thỏa điều kiện ràng buộc 

như trên thì hàm số  Z=f x,y đạt cực đại tại  0 0 0M x ,y  với điều kiện là  0 0φ x ,y 0 . 

- Nếu  2

0 0, ,d F x y   không xác định dấu trong miền nói trên thì không có cực trị có điều 

kiện tại  0 0φ x ,y 0 . 

Từ các định lý trên ta có thể tìm cực trị có điều kiện theo phương pháp nhân tử Lagrange 

như sau: 

Bƣớc 1: Lập hàm Lagrange      F x,y,λ =f x,y +λφ x,y ( ) 
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Bƣớc 2: Tính 

     
     

x x x

y y y

F x,y,λ =f x,y +λφ x,y

F x,y,λ =f x,y +λφ x,y

      
 

Và giải hệ phương trình sau để tìm điểm dừng  0 0x ,y và giá trị 0λ  tương ứng. 

    
x 0 0 0 x 0 0

1 1 1 1 2 2 2 2y 0 0 y 0 0

0 0

f (x ,y )+λ φ (x ,y )=0

M x ,y , λ ; M x ,y , λ ,...f (x ,y )+λφ (x ,y )=0

φ(x ,y )=0

 


 



 

Bƣớc 3: Tính vi phân cấp 2 của  F x,y,λ  

         
2 22

x, , , , x 2 , , x , ,x xy xyd F x y F x y d F x y d dy F x y dy         

và tính ràng buộc      xdφ x,y =φ x,y x+φ x,yyd dy   

Với mỗi điểm dừng  1 1 1
M x , y và 

1
 , xét  2

1 1 1, ,d F x y  : 

i) Nếu  2

1 1 1, , 0d F x y    với 2 2dx 0dy   thì hàm số  Z=f x,y  với điều kiện 

 φ x,y 0  đạt cực tiểu tại  1 1 1
M x , y . 

ii) Nếu  2

1 1 1, , 0d F x y    thì hàm số  Z=f x,y  với điều kiện  φ x,y 0  đạt giá trị cực 

đại tại điểm  1 1 1M x ,y . 

iii) Nếu dấu của  2

1 1 1, ,d F x y   không xác định xét theo 2 2dx 0dy   thì hàm số 

 Z=f x,y  không đạt cực trị tại  1 1 1M x ,y  

Tương tự cho các điểm còn lại. 

 Ví dụ: 

1)  Sử dụng phương pháp Lagrange để tìm cực trị của hàm số Z=3x y  với điều kiện 

2 23x +4y =208 . 

Giải 

Bước 1. Lập hàm Lagrange   2 2F x,y,λ =3x λ. 3x +4y 208y       . 

Bước 2. Ta có: 

Giải hệ phương trình 

 
 

 

x

y

2 2

F x,y,λ =0 3+6λx=0

F x,y,λ =0 -1+8λy=0

3x +4y =208φ x,y =0
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Hàm số có một điểm dừng  1M 8, 2  ứng với 1

1

16



 ;  2M 8,2  ứng với 2

1

16
  . 

Bước 3.  Ta có:  

       xx xy yx yyF x,y,λ =-6 ; F x,y,λ =F x,y,λ =0;F x,y,λ =-8      

      
2 22 , , 6 x 8d F x y d dy      

     x yφ x,y =6x; φ x,y =8y dφ x,y =6x x+8yd dy    

Tại  1M 8, 2  ứng với 1

1

16



 ,  ta có:      

2 22 3 1
, , x

8 2
d F x y d dy   >0 

Suy ra  1M 8, 2  là điểm cực tiểu, ZCT=26. 

Tại  2M 8,2  ứng với 1

1

16
  ,  ta có:  

     
2 22 3 1

, , x 0
8 2

d F x y d dy
 

    
 

 

Suy ra  2M 8,2  là điểm cực đại, ZCĐ=-26. 

2)  Sử dụng phương pháp Lagrange để tìm cực trị của hàm số Z=6-4x 3y  với điều kiện 

2 2x +y =1. 

Giải 

Bước 1. Lập hàm Lagrange   2 2F x,y,λ =6-4x 3 λ. x +y 1y       . 

Bước 2. Ta có: 

Giải hệ phương trình 

 
 

 

x

y

2 2

F x,y,λ =0 -4+2λx=0

F x,y,λ =0 -3+2λy=0

x +y =1φ x,y =0

           

 

Hàm số có một điểm dừng 1

4 3
M ,

5 5

    
 ứng với 1

5

2
  ; 2

4 3
M ,

5 5

     
 ứng với 2

5

2
  . 

Bước 3.  Ta có:  

       xx xy yx yyF x,y,λ =2 ; F x,y,λ =F x,y,λ =0;F x,y,λ =2      

       2 22 , , 2 xd F x y d dy    

     x yφ x,y =2x; φ x,y =2y dφ x,y =2x x+2yd dy    
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x 

y 

O -3 

-3 
B 

A 

  

Hình 20 

Tại 1

4 3
M ,

5 5

    
 ứng với 1

5

2
  ,  ta có:       2 22 , , 5 xd F x y d dy   >0 

Suy ra 1

4 3
M ,

5 5

    
 là điểm cực tiểu, ZCT=1. 

Tại 2

4 3
M ,

5 5

     
 ứng với 2

5

2
  ,  ta có:  

      2 22 , , 5 x 0d F x y d dy      

Suy ra  2M 8,2  là điểm cực đại, ZCĐ=11. 

4.3.2. Giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất trong miền đóng 

Cực trị mà chúng ta định nghĩa ở mục trước chỉ có tính chất địa phương. Chúng lớn hơn 

hay bé hơn những giá trị khác của hàm số ở lân cận điểm cực trị. Người ta thường gọi đó là 

những cực trị địa phương. Bây giờ ta muốn tìm giá trị lớn nhất và bé nhất của hàm số trong 

toàn bộ miền nào đó.   

Ta biết rằng hàm số Z=f(x,y) liên tục trên miền đóng D thì nó đạt giá trị lớn nhất và giá 

trị nhỏ nhất trong miền D. Nếu các giá trị ấy đạt được tại những điểm bên trong miền D thì 

những điểm ấy phải là điểm cực trị, do đó là điểm dừng của hàm số. Nhưng các giá trị ấy 

cũng có thể đạt được trên biên của miền D. Do đó muốn tìm giá trị lớn nhất và giá trị bé nhất 

của hàm số Z=f(x,y) trong miền đóng D, ta thực hiện các bước sau: 

i) Tính giá trị của  Z=f x,y  tại các điểm dừng nằm trong miền D. 

ii) Tính giá trị của Z tại các điểm trên biên của miền D. 

iii) Giá trị lớn nhất và nhỏ nhất trong các giá trị tính ở i) 

và ii) là giá trị lớn nhất và nhỏ nhất phải tìm. 

 Ví dụ:  

Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số: 

2 2Z=x +y -xy+x+y  

Trên miền D giới hạn bởi 0, 0, 3x y x y      

Giải 

  Tìm các điểm dừng của hàm số 2 2Z=x +y -xy+x+y  trong miền D. 

Ta có: 

x

y

Z =2x-y+1

Z =2y-x+1
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x

y

Z =0 2x-y+1=0 x=-1

Z =0 2y-x+1=0 y=-1

  
    

  
 

 0M -1,-1 D   và  0Z M 1  . 

 Biên của D gồm 3 đoạn thẳng OA, OB, AB. 

Trên OA, ta có -3<x<0, y=0, 2Z x x   

x x

1
Z =2x+1, Z =0 x=-

2
    1M -1/2,0 , 

-1 1 1 1
Z = - =-

2 4 2 4

 
 
 

. 

Tương tự, trên OB ta có 
2

-1
M 0,

2

 
 
 

và 
1 1 1 1

2 4 2 4
Z

 
    

 
. 

Trên AB, ta có 
3

3 -3
M - ,

2 2

 
 
 

 và 
3 3

2 4
Z

 
  

 
. 

Tại các điểm O, A, B, ta có:      0,0 0; 3,0 6; 0, 3 6Z Z Z     . 

So sánh các giá trị của Z, suy ra maxZ=6 tại  3,0  và  0, 3 ; minZ=-1 tại  0M -1,-1 . 
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BÀI TẬP CỦNG CỐ CHƢƠNG 4 

----- 

1. Tìm miền xác định của các hàm số sau: 

a) ln lnsinz x y   

b)  z= y-xln y+x  

c) 
2

x
z=

cos y
 

2. Cho hàm số  
2 2x -y

z=f x,y =
2xy

. Tính  1 1
f , , f -x,-y

x y

     
. 

3. Tìm các giới hạn sau: 

a) 
0

sinxy
lim

xx
y a



   b) 

2x

x+y

x
y

1
lim 1+

x
a




    
 

c)   2

2

x +xy
x 0
y 2

lim 1+xy



  d) 
4 4x

y

xy
lim

x +y


 

4. Tìm giới hạn khi (x,y) (0,0) của các hàm số sau: 

a)  
2 2

2 2

x y +1-1
,

x +y
f x y    b)    

2 2

2

1+x +y
f x,y = 1-cosy

y
 ;  

c)  
3 3

2 2

x +y
f x,y =

x +y
  d)  

2 2

2 2

x -y
f x,y =

x +y
 

5. Chứng minh rằng hàm số sau không có giới hạn tại M0(x0,y0) 

 
3 2

3 3

x -xy
f x,y =

x +y
. 

6. Khảo xác tính liên tục của các hàm số sau: 

a)  
 

 

2 2

2 2

1
x +y sin khi ( , ) 0,0

f x,y x +y

0 khi ( , ) 0,0

x y

x y

            

 

b)  
 

 

3 3

2 2

x -y
khi ( , ) 0,0

f x,y x +y

0 khi ( , ) 0,0

x y

x y

  

 



   

Tài liệu giảng dạy Môn Vi tích phân                      85 
 

c)  
 

 

2 2

2 2

x y
khi (x,y) 0,0

f x,y x +y

0 khi (x,y) 0,0

  

. 

6. Tính đạo hàm riêng  theo định nghĩa của các hàm số sau: 

a)   3Z=f x,y = xy  tại (0,0). 

b)   3 33Z=f x,y = x +y  tại (0,0). 

7. Tính đạo hàm riêng cấp 1 của các hàm số sau: 

a)  
3 3

2 2
f x,y =

x y

x y




  b)  f x,y =sin cos

x y

y x
 

c)  
2 2

2 2

x -y
f x,y =artan

x +y
  d)    

2
2 2 2 2f x,y =ln xy +yx + 1+ xy +yx

 
 
 

 

e)  
2 2

2 2

x +y -x
f x,y =ln

x +y +x
  f)   xyf x,y =e cosxsiny  

g)   xyz y
f x,y,z =e sin

z
  h)    

zyf x,y,z =x x>0,y>0  

i)  
1

x+y+zf x,y,z =e    j)   y
f x,y,z =zsin

x+z
 

8. Tính đạo hàm hợp của các hàm số sau: 

a) 
2 2u -2vZ=e  với 2 2u=cosx, v= x +y . 

b)   2 2Z=ln u +v  với 
x

u=xy, v=
y

.  

c) Z=xe

x

y  với 2x=cost, y=e t . 

d) 2Z=x 1+y  với 2x=te , y=et t . 

9. Tính 
dZ

dx
 của các hàm số sau: 

a) 3 3Z=u +v  với 2 xu=x , v=1-e . 

b) 
2Z=u 1+v  với xu=xe , v=cosx . 

c)  2Z=ln u v  với u= 1 , 1x v x   . 

9. Tìm vi phân toàn phần của các hàm số sau: 
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a)  xZ=e cosy+xsiny    b) 
y

Z=lntan
x

 

c)  2 2Z=sin x +y     d) y z xu=xe +ye +ze . 

10. Dùng vi phân tính gần đúng các biểu thức sau: 

a)  
3

399 124     b)  3 4ln 1,03 0,98 1   

c) 
 

2

3 4

1,03

0,98. 1,05
. 

11. Tính đạo hàm của các hàm ẩn xác định bới các phương trình sau: 

a) 
x x

3sin -2cos +1=0
y y

, tính y  

b) 2 2 y
ln x +y =arctan

x
 

c) 3 3 3x +y +z =3xyz,  tính x yz , z   

d) 2 3 3 2xy z +x y z=x+y+z,  tính x yz , z   

e) 2 x+yy ze -sinxyz=0,  tính x yz , z  . 

12. Tìm đạo hàm riêng cấp 2 của các hàm số sau: 

a)    2f x,y =x y+x y    b)      f x,y =sin x+y +cos x-y  

c)     
3

2 21
f x,y = x +y

3
   d)    f x,y =xln x+y  

e)    2 2f x,y =ln x+ x +y   f)   lnyf x,y =x  

13. Tìm vi phân cấp hai của các hàm số sau: 

a)    f x,y =ln x-y    b)  f x,y =x y  

c)     x+yf x,y = x+y e    d)  
 2 2

1
f x,y =

2 x y
. 

14. Tìm cực trị của các hàm số sau: 

a)   2 2f x,y =x +y +xy-3x-6y   b)   3 2f x,y =x +3xy -30x-18y  

c)   2 2f x,y =x +y +xy-2x-y   d)     2 2f x,y =4 -x -yx y  

e)  f x,y =x+y-xey
   f)   4 4 2 2f x,y =2x +y -x -2y  

g)    2 2f x,y =xyln x y    h)    2 3f x,y =x 1 +yx  
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15. Tìm cực trị của các hàm số 

a)   2 2f x,y = 1-x -y  với điều kiện x+y-1=0. 

c)  f x,y =6-4x-3y   với điều kiện 2 2 1x y  . 

d)   2 2f x,y =2x +12xy+y   với điều kiện 2 2x +4y =25 . 

e)  
1 1

f x,y = +
x y

 với điều kiện 
2 2 2

1 1 1

x y a
  . 

16. Tìm GTLN và GTNN của các hàm số sau: 

a)   2 2f x,y =x -y  trong miền D xác định bởi 2 2 4x y   

b)    2f x,y =x y 4-x-y  trong miền đóng D giới hạn bởi các đường thẳng x=0, y=0, 

x+y=6. 

c)      
2 22 2f x,y =2x +2y - x-1 1y   trong miền tam giác OAB với A(1,0), B(0,1). 

d)  f x,y =xy  trong hình elip 
2 2

2 2

x y
+ =1

a b
. 
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 Chƣơng 5 

PHƢƠNG TRÌNH VI PHÂN 

------- 

 

 

 

5.1. Tổng quan về phƣơng trình vi phân 

5.1.1. Khái niệm 

Trong toán học phương trình vi phân là một chuyên ngành phát triển có tầm quan trọng 

và có nhiều ứng dụng thực tế trong các lĩnh vực khoa học kỹ thuật, kinh tế. Ðể làm quen với 

khái niệm phương trình vi phân ta xem một số bài toán dẫn tới việc thiết lập phương trình vi 

phân dưới đây. 

5.1.2. Một số bài toán dẫn tới phƣơng trình vi phân 

5.1.2.1. Bài toán 1 

Cho một vật khối lượng m rơi tự do trong không khí. Giả sử sức cản không khí tỉ lệ với 

vận tốc rơi là v(t) vào thời thời điểm t với hệ số tỉ lệ là k>0. Tìm v(t). 

Khi vật rơi thì lực tác dụng lên vật gồm có: lực hút của trái đất là mg và lực cản của 

không khí là kv(t). Do đó theo định luật Newton ta có ma=F  với a là gia tốc của vật rơi. 

Nghĩa là ta có phương trình: 

dv
m =mg-kv

dt
 hay mv =mg-kv  

Đây là phương trình vi phân để tìm hàm v(t). 

5.1.2.2. Bài toán 2 

Cho một thanh kim loại được nung nóng đến nhiệt độ 300
0
C, và được đặt trong 1 môi 

trường đủ rộng với nhiệt độ không đổi là 30
0
C (và nhiệt độ tỏa ra từ thanh kim loại không 

làm thay đổi nhiệt độ môi trường). Tìm T(t) là nhiệt độ thanh kim loại tại thời điểm t. 

Theo quy luật Newton tốc độ giảm nhiệt của thanh kim loại 
dT

dt

 
 
 

 tỉ lệ với hiệu nhiệt độ 

 

 Mục tiêu học tập: Sau khi học xong bài này, người học có thể: 

- Hiểu các khái niệm cơ bản về phương trình vi phân. 

- Giải được phương trình vi phân cấp một, cấp hai cơ bản. 
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của vật thể T(t) và nhiệt độ môi trường 30
0
C. Do đó ta có     0T t =k T t -30   

Ðây là phương trình vi phân để tìm hàm T(t) trong đó k>0 là hệ số tỉ lệ và T(0) = 300 là 

điều kiện ban đầu của bài toán. 

5.1.2.3. Bài toán 3 

Tìm phương trình  y=f x  của một đường cong rằng tiếp tuyến tại mỗi điểm sẽ cắt trục 

tung tại điểm khác có tung độ bằng hai lần tung độ tiếp điểm. Biết rằng phương trình tiếp 

tuyến với đường cong  y=f x  tại điểm  0 0M x  có dạng   0 0 0y-y =f x x-x . 

Giao điểm của tiếp tuyến với trục tung có tung độ là   1 0 0 0y =f x x +y  

Theo giả thiết ta có 1 0y =2y , từ đó ta có phương trình   0 0 0y =f x x . 

Với điểm  0 0M x  là điểm bất kì nên ta có phương trình vi phân. 

5.1.3. Các khái niệm chung về phƣơng trình vi phân 

5.1.3.1. Định nghĩa 

Một phương trìnhmà ẩn cần tìm là hàm số và hàm số phải tìm có mặt trong phương trình 

đó dưới dạng đạo hàm hoặc vi phân các cấp được gọi là phương trình vi phân.  

Nếu hàm số phải tìm là hàm của một biến số độc lập thì phương trình vi phân tương ứng 

còn được gọi là phương trình vi phân thường. Nếu hàm số phải tìm là hàm của nhiều biến số 

độc lập thì phương trình vi phân còn được gọi là phương trình đạo hàm riêng. 

5.1.3.2. Cấp của một phƣơng trình vi phân 

Cấp của một phương trình vi phân là cấp cao nhất của đạo hàm hoặc vi phân của hàm 

phải tìm có mặt trong phương trình vi phân đó. 

Phương trình vi phân thường cấp n có dạng tổng quát như sau: 

  n
F x,y,y ,...,y =0  (1) 

trong đó F là một hàm số của n+2 biến số 
 n

x,y,y ,...,y . 

5.1.3.3. Nghiệm của phƣơng trình vi phân 

Nghiệm của phương trình vi phân (1) là hàm số  x  xác định trong khoảng (a,b), mà 
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khi thay  y x ,        n n
y =φ x ,...,y =φ x   vào (1) ta được một đồng nhất thức: 

        n
F x,φ x ,φ x ,...,φ x =0  

Giải một phương trình vi phân có nghĩa là tìm tất cả các nghiệm của phương trình đó. Về 

mặt hình học mỗi nghiệm của phương trình vi phân xác định một đường gọi là đường tích 

phân của phương trình. Giải một phương trình là tìm tất cả các đường tích phân của nó, các 

đường ấy được xác định hoặc bởi phương trình  y x  hoặc bởi phương trình  φ x,y =0 , 

hoặc bởi phương trình tham số x=x(t), y=y(t). 

 Ví dụ: Phương trình  
dy

=2y
dx

 là phương trình vi phân thường cấp 1, có nghiệm là hàm 

2xy=ce  (c là hằng số); phương trình xy -2y=e  là phương trình vi phân thường cấp 2, phương 

trình
2 2

2 2

z z
+ =0

x y

 

 
 là phương trình đạo hàm riêng cấp 2. 

5.2. Phƣơng trình vi phân cấp 1 

5.2.1. Tổng quát về phƣơng trình vi phân cấp 1  

5.2.1.1. Định nghĩa 

Phương trình vi phân thường cấp 1 là phương trình được biểu diễn một trong các dạng sau: 

 Dạng tổng quát:   
dy

F x,y, =0
dx

 
 
 

  (2)   

trong đó: x là biến số độc lập; y là hàm phải tìm; y’ là đạo hàm cấp một của y.  

 Dạng đã giải theo đạo hàm:   
dy

=f x,y
dx

  (3)  

 Dạng đối xứng      M x,y dx+N x,y dy=0   (4) 

ở dạng (2) và (3) thay cho kí hiệu 
dy

dx
 ta có thể dùng kí hiệu y . 

 Ví dụ: Phương trình 2 2y +xy=xsinx, yy +x 0y     là những phương trình vi phân cấp 1. 

5.2.1.2 Định lý về sự tồn tại và duy nhất nghiệm 

Cho phương trình vi phân cấp một y’=f(x,y) (5). Giả sử hàm f(x,y) liên tục trong miền 
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nào đó chứa (x0,y0) thì phương trình vi phân cấp 1 đã cho sẽ tồn tại một nghiệm y=y(x); 

nghiệm này nhận giá trị y0=y(x0).   

Nếu ngoài ra  x,y
f

y




 cũng liên tục trong miền nói trên thì y=y(x) là nghiệm duy nhất 

của phương trình vi phân cấp một đã cho. 

Điều kiện để hàm y=y(x) nhận giá trị y0 tại x=x0 được gọi là sự kiện hay điều kiện đầu 

của phương trình vi phân cấp một và thường được ký hiệu: 
0

0x x
y y


 .  

Bài toán tìm nghiệm của phương trình (5) thoả mãn điều kiện ban đầu đó được gọi là 

bài toán Cauchy của phương trình (5). 

Về mặt hình học định lí trên khẳng định rằng với các điều kiện đã nêu, trong lân cận 

nào đó của điểm (x0,y0) tồn tại một đường cong tích phân duy nhất của phương trình (5) đi 

qua điểm ấy.  

5.2.1.3. Nghiệm tổng quát và nghiệm riêng 

Việc tìm nghiệm của phương trình vi phân cấp một dẫn đến việc lấy tich phân bất định, 

do đó trong biểu thức nghiệm của phương trình vi phân cấp một có mặt hằng số C bất kì 

y=(x,C). 

Họ hàm số y=(x,C) được gọi là nghiệm tổng quát của một phương trình vi phân 

thường cấp 1, nếu gán cho C một số bất kỳ thuộc tập số thực nào đó ta được một nghiệm của 

phương trình đó. Mỗi nghiệm nhận được từ nghiệm tổng quát khi gán cho C một giá trị bằng 

số nhất định được gọi là nghiệm riêng của phương trình.  

 Ví dụ: Phương trình vi phân y =cosx  có nghiệm tổng quát là y=sinx+C, nghiệm 

y=sinx ứng với C=0 là một nghiệm riêng.  

Nhiều khi giải một phương trình vi phân cấp một ta tìm được nghiệm tổng quát của 

phương trình vi phân không phải dưới dạng tường minh mà dưới dạng ẩn:  

(x,y,C)=0 

trong đó C là hằng số tùy ý, hệ thức trên là liên hệ giữa biến độc lập x và nghiệm tổng quát 

phương trình vi phân cấp một gọi là tích phân tổng quát của phương trình vi phân cấp một. 

Mỗi tích phân ứng với một giá trị xác định của C được gọi là một tích phân riêng của phương 

trình vi phân cấp một.  
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 Ví dụ: Xét phương trình 
x 2y

dx+ dy=0
2 9

 . 

Lấy tích phân hai vế ta được tích phân tổng quát 
2 2

4 9

x y
C  . 

Với C=1 ta có tích phân riêng có đường biểu diễn là hình Ellip 
2 2

1
4 9

x y
  . 

Về phương diện hình học thì tích phân tổng quát của phương trình vi phân cấp một xác 

định cho ta một họ các đường cong trong mặt phẳng, họ này phụ thuộc vào một hằng số tuỳ ý 

C và mỗi một đường cong trong họ được gọi là một đường cong tích phân. 

5.2.2. Phƣơng trình vi phân có biến phân ly (tách biến) 

5.2.2.1. Định nghĩa 

Phương trình biến phân ly là phương trình có dạng:  

M(x)dx + N(y)dy = 0 (6) 

trong đó M(x), N(y) là những hàm phụ thuộc x, y (x là biến độc lập; y là hàm cần tìm)  

5.2.2.2. Phƣơng pháp giải 

Lấy tích phân hai vế phương trình (6) ta được tích phân tổng quát: 

      CM x dx N y dy    

*Nhận xét:  

Xét phương trình vi phân cấp một M1(x)M2(y)dx + N1(x)N2(y)dy = 0 

Nếu M2(y), N1(x)  0 thì chia hai vế cho M2(y).N1(x)  

   
 

 

 

 
1 2

1 2

M x N y
dx dy 0

N x M y
   và do đó tích phân tổng quát của (6)  

 

 

 

 
1 2

1 2

M x N y
dx+ dy 0

N x M y
   

Nếu M2(y)=0 thì ta thấy x=x0 là nghiệm của phương trình. 

Nếu N1(x)=0 thì y=y0 là nghiệm của phương trình. 

5.2.2.3. Ví dụ 
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1. Giải phương trình: 

a)  2
x 1 0

1

x
d y dy

x
  


.  

b) (e
2
+x+1)dx+(siny+2cosy)dy.  

2. Giải phương trình: x
2
(y + 1)dx + (x

3
 – 1)(y – 1)dy = 0 (1) 

Giải 

Nếu 









01y

 01x
3

thì tích phân tổng quát của phương trình  

0dy)

1y

1y
(dx)

1x

x
(

3

2








 Cdy)

1y

1y
(dx)

1x

x
(

3

2








   

 Cy

1y

)1y(d2

1x

)1x(d

3

1

3

3










   

 
3

1
Cy1yln21xln

3   

Ta thấy x=1, y=-1 là nghiệm của phương trình. 

5.2.3. Phƣơng trình vi phân đẳng cấp (phƣơng trình thuần nhất) 

5.2.3.1. Định nghĩa 

Hàm f(x,y) được gọi là hàm đẳng cấp k đối với x, y nếu  kf(λx,λy)=λ f x,y ,   0. Nếu 

k=0 thì  f ( x, y) f x, y   . Ta nói rằng f(x,y) là hàm đẳng cấp cấp 0 hay là đẳng cấp đối với 

x, y.  Nếu f(x,y) là hàm đẳng cấp k đối với x, y thì nó luôn luôn được biểu diễn với dạng: 

f(x,y) = kλ (
y

x
). 

 Ví dụ:  1.  ,
2x 3

x y
f x y

y





  

  2.  
2

2 2
,

x +3

x xy
f x y

y


 . 

5.2.3.2. Định nghĩa 

Phương trình vi phân  y =f x,y  được gọi là phương trình vi phân đẳng cấp nếu hàm 
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f(x,y) là một hàm đẳng cấp đối với x,y nghĩa là f(x,y)=( 
y

x
). 

5.2.3.3. Phƣơng pháp giải 

Vì f(x,y) là hàm đẳng cấp nên f(x,y)=(
y

x
). Khi đó phương trình 

 y =f x,y
y

y
x


 

   
 

. 

Đặt 
y

u
x

  hay y ux   
dx

dy
=u+x

dx

du
 u+x

dx

du
=(u)  x

dx

du
=(u)–u. 

 Nếu (u)–u0 (với mọi u) thì x
dx

du =(u)–u 
x

dx
=

u)u(

du


 do đó lấy tích phân hai 

vế 
 

ln ln C
du

x
u u

 
 . 

Đặt  
 
du

u
φ u -u

    thì      u u ux
e x Ce x Ce

C

  
      . 

 Nếu (u)–u=0 (u)=u với mọi u thì 
y y

x x

 

 
 

 hay 
x

dy y

d x
 

xdy d

y x
  

 yln = Cxln hay y=Cx. 

 Nếu (u)–u=0 tại một số hữu hạn giá trị u=u0, u=u1=,..., u=un thì bằng cách thử trực 

tiếp ta thấy y=u0x, y=u1x, …, y=unx là nghiệm của phương trình. 

5.2.3.4. Ví dụ 

1. Giải phương trình 
2 2x xy y

y
xy

 
  . 

2. Giải phương trình 
x y

y
x y


 


 với điều kiện ban đầu y(1)=0. 

5.2.4. Phƣơng trình vi phân tuyến tính cấp 1 (phƣơng trình vi phân không thuần nhất) 

5.2.4.1. Định nghĩa 

Phương trình vi phân tuyến tính cấp một là phương trình có dạng:  
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   y +p x y=q x  (1) 

trong đó q(x)  0.  

5.2.4.2. Phƣơng pháp giải (phƣơng pháp biến thiên hằng số Lagrange) 

Để tìm nghiệm tổng quát của phương trình (1) thì trước hết ta tìm nghiệm tổng quát của 

phương trình thuần nhất tương ứng  y +p x y=0  (2) 

 Nếu y0 thì ta có nghiệm tổng quát của (2) là 
  xp x d

y Ce
 (3). 

 Nếu y=0 thì nó cũng là nghiệm và là nghiệm riêng của phương trình (1) ứng với C=0.  

Ta sẽ tìm nghiệm tổng quát của (1) dưới dạng (3) ta sẽ coi C là hằng số của biến x: 

C=C(x) để (3) là nghiệm của (1).  

Từ (3) ta có: 
dx

dy
=

  xp x d

C e
  + C[-p(x)] 

  xp x d

e
  thay vào (1), ta được 

 
  x

dx+D
p x d

C q x e
   với D là hằng số bất kì.   (4)  

Vậy nghiệm tổng quát của (1) sẽ là:  

y = [  
  x

dx+D
p x d

q x e


 ]  dx)x(p

e   y=D  dx)x(p

e + 


dxe)x(q
dx)x(p .  dx)x(p

e  (5). 

5.2.4.3. Ví dụ 

1. Giải phương trình: -sinxy +cosxy=e . 

2. Giải phương trình: 
y sinx

y + =
x x

 . 

5.2.5. Phƣơng trình Bernulli 

5.2.5.1. Định nghĩa 

Phương trình vi phân Bernoulli là phương trình có dạng:  

    αy +p x y=q x .y  (1) 

trong đó p(x), q(x) là những hàm số liên tục của x,  là một số thực bất kỳ {0,1}. 

5.2.5.2. Phƣơng pháp giải  
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Với giả thiết y0 chia cả hai vế (1) cho y , ta được: 

   -α 1-αy .y +y .p x =q x  (2) 

Đặt 1z y    z = 1 y y     thế vào phương trình (2), ta được: 

       z + 1 1p x z q x      (3) 

phương trình (3) là phương trình tuyến tính cấp một không thuần nhất đối với z=z(x) là hàm 

số phải tìm.  

Giải phương trình (3) ta sẽ nhận được nghiệm z=z(x) và sau đó thay z vào 1z y   thì 

ta được nghiệm tổng quát của phương trình Bernoulli. 

5.2.5.3. Ví dụ 

1. Giải phương trình:  
3

2

2
0

y
y y x

x x
    . 

2. Giải phương trình: 2.
y

y xy
x

    

3. Giải phương trình: 3 32 2 .y xy x y    

5.2.6. Phƣơng trình vi phân toàn phần  

5.2.6.1. Định nghĩa 

Phương trình vi phân toàn phần là phương trình có dạng: 

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 (1) 

trong đó, P(x,y)dx+Q(x,y)dy=  d x, y  với  là một hàm nào đó.  

5.2.6.2. Cách giải 

Để nhận biết phương trình (1) có phải là phương trình vi phân toàn phần hay không và 

tìm cách giải nó ta xét định lý sau:  

 Định lý. Giả sử các hàm P(x,y); Q(x,y) là những hàm số liên tục cùng với các đạo 

hàm riêng cấp một của chúng ở trong miền D thì điều kiện cần và đủ cho P(x,y)dx+Q(x,y)dy 

là vi phân toàn phần của hàm (x,y) nào đó trong D khi và chỉ khi thỏa mãn 
P Q

y x

 


 
 (2) với 
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mọi (x,y)D. 

Khi điều kiện (2) được thỏa mãn, hàm số  x, y  có vi phân toàn phần là 

P(x,y)dx+Q(x,y)dy có thể tìm được theo công thức: 

     
o o

yx

o

x y

x, y P x, y dx Q x , y dy     

Hoặc 

     
o o

yx

o

x y

x, y P x, y dx Q x, y dy     

Trong đó xo và yo được chọn tùy ý sao cho điểm (xo,yo)D. 

*Chú ý: Theo định lý trên điểm (xo,yo) có thể chọn tùy ý, miễn là thuộc miền D, nhưng 

ta nên chọn điểm  (xo,yo) sao cho tích phân trong công thức tính toán đơn giản nhất. 

5.2.6.3. Ví dụ 

Giải các phương trình :  

a)    2 2 2 33x xy dx 6x y 3y dy 0      

b)  
3

2 x
3x 1 ln y dx 2y dy 0

y

 
    

 
 

c) 

x x

y y x
x e dx e 1 dy 0

y

   
     
    

. 

5.3. Phƣơng trình vi phân cấp 2 

5.3.1. Các khái niệm cơ bản 

5.3.1.1. Định nghĩa 

Phương trình vi phân cấp hai là phương trình có dạng:  

 F x, y, y , y 0    hay  y f x, y, y   (1) 

 5.3.1.2. Định lý về sự tồn tại và duy nhất nghiệm 

Xét phương trình  y f x, y, y  . Nếu  f x, y, y  có đạo hàm riêng 
f

,
y




 

f

y




 liên tục 
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trong lân cận của điểm  0 0 0x , y , y  thì phương trình (1) có nghiệm duy nhất  y y x  xác 

định và liên tục trên khoảng đủ nhỏ  o ox , x    thỏa mãn điều kiện ban đầu 

   o o o oy x y ,  y x y   . 

5.3.1.3. Định nghĩa 

Nghiệm tổng quát của phương trình (1) là hàm  1 2y x,C ,C  thỏa (1) với mọi hằng 

số 
1 2C ,C . 

Hàm  0 0
1 2y x,C ,C  thu được từ nghiệm tổng quát bằng cách cho 0

1 1C C ,  0
2 2C C  

được gọi là nghiệm riêng. 

Nếu nghiệm tổng quát tìm được dưới dạng ẩn  1 2x,C ,C 0   (2) thì (2) được  

5.3.2. Các phƣơng trình vi phân cấp 2 giảm cấp đƣợc 

Cho phương trình  y f x, y, y  (1) 

Ta xét các trường hợp đặc biệt có thể đưa phương trình (1) về dạng phương trình vi 

phân cấp 1 bằng cách đặt ẩn phụ.  

5.3.2.1. Loại 1 

Phương trình (1) có dạng:  y f x  . 

Vì    y y f x    nên   1y f x dx C   . 

Tích phân lần nữa ta được : 

  1 2y f x dx C dx C     

Với 1 2C ,C  là hằng số. 

 Ví dụ: Cho phương trình y sin x  (1).  

Tìm nghiệm tổng quát và một nghiệm riêng thỏa mãn điều kiện  y 0 0 ,  y 0 1  .  

Giải 

 Ta có 1 1y sin x y sin xdx C cos x C          
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 1 1 2y cos x C dx sinx C x C          

Vậy nghiệm tổng quát của (1) là 1 2y sinx C x C    . 

Vì  y 0 0   1 2 2sin0 C 0 C 0 C 0      . 

Vì  y 0 1    1 1cos0 C 1 C 2       

Vậy nghiệm riêng thỏa điều kiện y=-sinx+2x. 

5.3.2.2 Loại 2 

Phương trình (1) có dạng:  y f x, y  . 

Đặt    y p x y p x     .  

Khi đó phương trình (1) có dạng    p x f x,p   

Đây là phương trình vi phân cấp 1 với p(x) là nghiệm. Giải ra ta được nghiệm tổng quát 

của nó là    1p x φ x,C . 

Vì  y p x   nên  1y φ x,C  . 

Do đó nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là 

 1 2y φ x,C dx C  . 

 Ví dụ: Giải phương trình 
y

y x
x


    (1) 

Giải 

Đặt    y p x y p x     . Khi đó phương trình đã cho có dạng: 

 
 p x

p x x
x

    hay  
 p x

p x x
x

    (2). 

Đây là phương trình vi phân tuyến tính cấp 1 với x biến độc lập và p(x) là hàm phải tìm.  

Ta có nghiệm tổng quát của (2) là 
2

1Cx
p

3 x
  . 

Vì  y p x   nên 
2

1Cx
y

3 x
   . 
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Do đó nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là 

2 3

1 2 1 2

x dx x
y dx C C C ln x C

3 x 9
       . 

5.3.2.3 Loại 3 

Phương trình (1) có dạng:  y f y , y    (1). 

Đặt y p   và xem p là hàm của y.  

Ta có 
dp dp dy dp

y . p
dx dy dx dy

    . 

Khi đó phương trình (1) có dạng 

 
dp

p f y,p
dy

  hay  
dp 1

f y,p
dy p

 . 

Xem phương trình trên là phương trình vi phân cấp 1 với y là biến độc lập và p là hàm 

phải tìm. Giải ra ta được nghiệm tổng quát của nó là: 

 1p y,C  

Vì 
dy

p y
dx

   nên  1

dy
y,C

dx
  hay 

 1

dy
dx 0

y,C
  . 

Đây là phương trình có biến phân ly. Tích phân hai vế ta được tích phân tổng quát 

  2

1

dy
x C

y,C
   

 Ví dụ: Giải phương trình 22yy y 0    (1) 

Đặt p y  thì 
dp

y p
dy

  . Khi đó 

  2dp dp
1 2yp p 0 p 2y p 0

dy dy

 
      

 
. 

* p 0 y 0 y C     . 

*
dp dp 1 dy

2y p 0 0
dy p 2 y

     . 
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Phương trình có dạng phân li, tích phân hai vế ta được 

0

1
ln p ln y ln C

2
   hay 0

0 0

Cdy
ln p y ln C p y C

dx y
      hay 

2

3
0 1 2y dy C dx y C x C    . 

5.3.3. Phƣơng trình vi phân tuyến tính cấp hai  

5.3.3.1 Định nghĩa 

Phương trình vi phân tuyến tính cấp hai là phương trình có dạng 

     1 2y a x y a x y f x    (1) 

trong đó a1, a2 là những hàm số của biến x.  

 Nếu  f x 0  thì (1) được gọi là phương trình thuần nhất.  

 Nếu  f x 0  thì (1) được gọi là phương trình không thuần nhất. Và đặc biệt khi a1, 

a2 là những hằng số thì (1) còn được gọi là phương trình vi phân tuyến tính cấp hai với hệ số 

là hằng số.  

5.3.3.2. Phƣơng trình thuần nhất 

Xét phương trình    1 2y a x y a x y 0     (2).  

 Định lý 1. Nếu y1=y1(x); y2=y2(x) là hai nghiệm riêng của (2) thì y=C1y1+C2y2 trong 

đó C1, C2 là những hằng số tùy ý, cũng là nghiệm của (2). 

 Định nghĩa.  Hai hàm y1 và y2 được gọi là độc lập tuyến tính trên  a,b  nếu tỉ số của 

chúng trên đoạn đó không phải là một hằng số, nghĩa là 1

2

y
const

y
 . 

Trường hợp ngược lại hai hàm được gọi là phụ thuộc tuyến tính. 

 

Nếu hai hàm    1 2y x , y x  là các hàm khả vi trong khoảng  a,b  thì định thức 

  1 2
1 2

1 2

y y
W y , y

y y


 
 được gọi là định thức Wrônski của hai hàm. 
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 Định lý 2. Nếu    1 2y x , y x là hai nghiệm của phương trình (2) thì tồn tại một hằng 

số C sao cho    
 1a x dx

1 2W x W y , y Ce
  . 

 Định lý 3. Các nghiệm    1 2y x , y x  của phương trình (2) với  1y x  hoặc  2y x  

không triệt tiêu trên  a,b  là độc lập tuyến tính trong khoảng  a,b  khi và chỉ khi định thức 

Wrônski của chúng không triệt tiêu tại bất kỳ điểm nào trong khoảng  a,b . 

 Định lý 4. Nếu    1 2y x , y x  là hai nghiệm riêng độc lập tuyến tính của (2) thì hàm 

y=C1y1+C2y2 trong đó C1, C2 là những hằng số tùy ý là nghiệm tổng quát của phương trình (2).  

 Nhận xét.  Từ định lý 4, ta thấy rằng muốn tìm nghiệm tổng quát của (2) ta cần phải 

biết hai nghiệm riêng độc lập tuyến tính của nó. Không có phương pháp tổng quát nào để tìm 

nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất (2). Sau đây ta đi đến một định lý cho phép ta 

tìm một nghiệm riêng thứ hai độc lập tuyến tính với một nghiệm riêng đã biết trước. 

 Định lý 5. Nếu biết một nghiệm riêng  1y x  của phương trình tuyến tính thuần nhất 

(2) thì ta có thể tìm một nghiệm riêng y2(x) của phương trình (2) độclập tuyến tính với y1(x) 

bởi 

 1a x dx

2 1 2
1

e
y y dx

y


  . 

 Ví dụ: Tìm nghiệm tổng quát của phương trình  21 x y 2xy 2y 0      

Giải 

Bằng cách thử trực tiếp, ta thấy phương trình có nghiệm riêng 1y x . Ta tìm nghiệm 

riêng y2 độc lập tuyến tính với y1. 

   

2

2x
dx

1 x

2 2

2

e
y x dx

x

1 1 1 1 1 1 x
   x dx x ln

2 1 x 2 1 x x 2 1 xx





    
             





 

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình là 

1 2

x 1 x
y C x C ln 1

2 1 x

  
   

 
. 
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5.3.3.3. Phƣơng trình vi phân tuyến tính cấp 2 không thuần nhất 

Xét phương trình      1 2y a x y a x y f x    (1)  

trong đó a1, a2 là những hàm số của biến x và  f x 0 . 

 Định lý 6. Nghiệm tổng quát của phương trình (1) bằng nghiệm tổng quát của phương 

trình thuần nhất tương ứng (2) cộng với một nghiệm riêng Y nào đó của phương trình (1). 

*Phƣơng pháp biến thiên hằng số Lagrange 

Xét phương trình      1 2y a x y a x y f x    (1) 

Giả sử y=C1y1+C2y2 (3) là nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng. 

Ta tìm nghiệm riêng của phương trình (1) có dạng (3) với C1 và C2 là các hàm số của x. 

Đạo hàm hai vế (3) ta được 1 1 2 2 1 1 2 2y C y C y C y C y         

Ta chọn 1 2C ,C  sao cho 1 1 2 2C y C y 0   . 

Khi đó có thể viết lại 1 1 2 2y C y C y    . 

Đạo hàm hai vế lần nữa, ta được 1 1 2 2 1 1 2 2y C y C y C y C y          . 

Thay y, y , y   vào (1), ta được 

     1 1 1 1 2 1 2 2 1 2 2 2 1 1 2 2C y a y a y C y a y a y C y C y f x               . 

Vì 
1 2y ,y  là các nghiệm riêng của phương trình thuần nhất (2) nên các biểu thức trong 

dấy ngoặc đều bằng 0. Do đó đẳng thức trên có dạng 

 1 1 2 2C y C y f x      

Như vậy hàm số y sẽ là nghiệm riêng của phương trình (1) nếu như 1 2C ,C  thỏa mãn hệ 

phương trình 

 
1 1 2 2

1 1 2 2

C y C y 0

C y C y f x

  


    
 

Vì 1 2y , y  độc lập tuyến tính nên 
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 1 2
1 2

1 2

y y
W y , y 0

y y
 

 
 

Do đó hệ trên có nghiệm duy nhất 

   1 1 2 2C x ,C x     

Lấy tích phân hai vế của các đẳng thức trên ta nhận được 

   1 1 1 2 2 2C x dx D ,C x dx D       

Do nghiệm cần tìm là nghiệm riêng nên ta có thể chọn 1 2D D 0  . Tha vào (3) ta 

được nghiệm riêng của phương trình (1) là  

       1 1 2 2Y y x x dx y x x dx     

 Định lý 7. (Nguyên lý chồng chất nghiệm) 

Cho phương trình tuyến tính cấp hai không thuần nhất 

       1 2 1 2y a x y a x y f x f x      (4) 

Nếu Y1 là một nghiệm của phương trình      1 2 1y a x y a x y f x     và Y2 là một 

nghiệm của phương trình      1 2 2y a x y a x y f x     thì hàm Y=Y1+Y2 là nghiệm của 

phương trình (4)  

 Ví dụ: 

Tìm nghiệm tổng quát của phương trình 
y

y - x
x


  . 

Giải 

* Trước hết ta tìm nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất tương ứng 
y

y - 0
x


  . 

Ta có 
y 1

y x





 hay  

dx
d ln y ln y ln x ln C

x
      hay y Cx  . 

Do đó 2
1 2y C x C  . 

* Tìm nghiệm riêng của phương trình dạng 
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    2
1 1 2 2 1 2Y C x y C x y C x C .1     

Với 1 2C ,C  thỏa mãn hệ thức 

2
1 2

1 2

C x C .1 0

C 2x C .0 x

   


  
 

Giải hệ ta được 
2 3

1 2 1 1 2 2

x x x
C 1/ 2,C C D ,C D

2 2 2
           

Chọn 1 2D D 0   thì 
3 3

2x x x
Y x

2 6 3
   . 

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình đã cho là 

3
2

1 2

x
Y C x C

3
   . 

5.3.4. Phƣơng trình vi phân tuyến tính cấp hai với hệ số hằng 

5.3.4.1. Phƣơng trình thuần nhất 

 Định nghĩa. Xét phương trình tuyến tính thuần nhất 

y py qy 0     

trong đó p,q là hằng số. 

 Phƣơng pháp giải 

Xét phương trình đặc trưng 2k +pk+q=0 .  

+ Nếu phương trình đặc trưng có hai nghiệm phân biệt 1 2k=k , k=k  thì phương trình 

thuần nhất có nghiệm tổng quát là 1 2

1 2

k x k x
y C e C e   (với 1 2,  CC  là các hằng số). 

+ Nếu phương trình đặc trưng có nghiệm kép 0k=k  thì phương trình thuần nhất có 

nghiệm tổng quát là   0

1 2

k x
y C C x e  . 

+ Nếu phương trình đặc trưng có hai nghiệm phức liên hợp 1 2,k i k i        thì 

phương trình thuần nhất có nghiệm tổng quát là  1 2cos x sinxy e C C x    . 

Ví dụ: Giải các phương trình sau 
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a) 4 4 0y y y      

b) 2 5 0y y y    . 

5.3.4.2. Phƣơng trình không thuần nhất 

 Định nghĩa. Phương trình vi phân cấp hai không thuần nhất phương trình có dạng 

 y py qy f x     (1) 

trong đó p, q là hằng số. 

 Phƣơng pháp giải: 

Theo định lý 6 Mục 4.3.3.3, sau khi biết nghiệm tổng quát của phương trình thuần nhất 

tương ứng, ta có thể tìm nghiệm tổng quát của phương trình (1) thông qua việc tìm một 

nghiệm riêng của nó bằng phương pháp biến thiên hằng số Lagrange. Tuy nhiên đối với một 

số dạng đặc biệt của vế phải f(x), có thể tìm một nghiệm riêng của (1) mà không cần phải 

dùng cách trên. 

Ta tìm nghiệm riêng của (1) trong hai trường hợp dưới đây: 

*Trƣờng hợp 1:    αx

nf x =e .P x  với  nP x  là một đa thức bậc n và   là hằng số. 

So sánh   với các nghiệm 1 2k ,k  của phương trình đặc trưng. Ta có các trường hợp sau: 

+ Nếu   không là nghiệm của phương trình đặc trưng thì nghiệm riêng của (1) có 

dạng:  αx

nY=e .Q x .  

Trong đó  nQ x  là đa thức cùng bậc với đa thức  nP x  có n+1 hệ số mà ta cần phải xác 

định bằng phương pháp hệ số bất định sau: 

Lấy đạo hàm hai vế của  αx

nY=e .Q x , ta được    αx αx

n nY =αe .Q x e .Q x   

     2 αx αx αx

n n nY =α e .Q x 2αe .Q x e .Q x    . 

Thế Y,Y ,Y   vào (1) rồi rút gọn ta được: 

            αx 2 αx

n n n ne Q x + 2α+p Q x + α +pα+q Q x =e P x      

hay            2

n n n nQ x + 2α+p Q x + α +pα+q Q x P x    (*) 
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Vì không là nghiệm của phương trình đặc trưng nên 2α +pα+q 0 . Do đó vế trái của 

biểu thức (*) là một đa thức bậc n, cùng bậc với vế phải. Đồng nhất các hệ số của lũy thừa 

cùng bậc ở hai vế của (*) ta được n+1 phương trình bậc nhất với n+1 ẩn là các hệ số của đa 

thức  nQ x . Giải hệ gồm n+1 ta tìm được các hệ số của đa thức  nQ x . 

+ Nếu   là nghiệm đơn của phương trình đặc trưng:  

Ta có 2α +pα+q=0 . Khi đó vế trái của (*) là đa thức bậc n-1. Muốn hàm dạng 

 αx

nY=e .Q x nghiệm đúng phương trình (1) thì ta phải nâng bậc của đa thức  nQ x  lên một 

đơn vị. Ta tìm nghiệm riêng của (1) có dạng  αx

nY=xe .Q x .  

+ Nếu   là nghiệm kép của phương trình đặc trưng: 

 Ta có 2α +pα+q=0  và 2α+p=0 . Khi đó vế trái của (*) là đa thức bậc n-2. Ta tìm 

nghiệm riêng của (1) có dạng  2 αx

nY=x e .Q x .  

 Ví dụ: Giả các phương trình sau: 

a) 2xy 4y 3y 10e     

b)   xy 7y 6y x 2 e     . 

c) x xy y xe 2e    . 

*Trƣờng hợp 2:        αx

n mf x =e . P x cosβx+Q x sinβx β 0    , trong đó    n mP x ,  Q x  

là các đa thức bậc n và m; α, β  là các hằng số. 

Tương tự như trường hợp trên, ta có: 

+ Nếu α β  không là nghiệm của phương trình đặc trưng thì một nghiệm riêng của 

phương trình (1) có dạng: 

   αx
r rY=e R x cosβx+S x sinβx   . 

+ Nếu α β  là nghiệm của phương trình đặc trưng thì một nghiệm riêng của phương 

trình (1) có dạng: 

   αx
r rY=xe R x cosβx+S x sinβx   . 
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trong đó    r rR x , S x  là các đa thức bậc r=max(m,n) có các hệ số mà ta cần xác định bằng 

hằng số bất định. 

 Ví dụ: Giải các phương trình sau: 

 a) 2xy y 3e cos x    

b) y 4y cos2x   . 
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BÀI TẬP CỦNG CỐ CHƢƠNG 5 

----- 

Phƣơng trình vi phân cấp 1 có biến phân li 

1. Giải phương trình: 2y +1dx-xydy=0 . 

2. Giải phương trình: 2 21-y dx+y 1 dy=0x x . 

3. Giải phương trình:  2 2y y =x 1+x . 

4. Giải phương trình:    2 2xy +4x dx+ y+x y dy=0 . 

5. Giải phương trình:  2xy= 1+x y   

6. Giải phương trình:  2 2ydx= x -a dy . 

Giải các bài toán giá trị ban đầu 

7. Giải phương trình:
2

xy+3x
y =

x +1
  với y(2)=2. 

8. Giải phương trình:    y +cos x+2y =cos x-2y với y(0)=
4


. 

9. Giải phương trình: 
2

2x
1+x e

e tanydx- dy=0
x-1

 với y(1)=
4


. 

Phƣơng trình vi phân tuyến tính cấp 1 

10. Giải phương trình:
1

y + y=0
x

 . 

11. Giải phương trình:  
y

y - =xlnx x>0
xlnx

 . 

12. Giải phương trình:
2xy -2xy=2xe , y(1)=0 . 

Phƣơng trình Bernoulli 

13. Giải phương trình: 5y -y=xy . 
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14. Giải phương trình: 3y sinx
y - =- y

2x 2x
  

15. Giải phương trình: 2dy
4

dx
x y x y  . 

Giải các phƣơng trình cho dƣới đây nếu đó là phƣơng trình vi phân toàn phần 

16.    23x 3y 1 dx 3x 1 dy 0      

17.    
3

2 x
3x 1 ln y dx 2y dy 0 y 0

y

 
     

 
 

18.    cos y ycosx dx sinx xsin y dy 0     

19.    2 2 2 33x 6xy 2y dx 3x 4xy 4y dy 0       

20.    x ln ydx x yln x dy 0 x 0, y 0      

21. 
2 2

3 4

2x y 3x
dx dy 0

y y


   

22.  2 22xydx x y dy 0    

23.    2 2 22y x y dx xy x 6y dy 0     

24.  x3y e dx xdy 0    

Phƣơng trình vi phân cấp 2 

25. Giải phương trình khi biết một nghiệm y1 

a) y y 0    biết 1y cos x  

b) y y 2y 0     biết x
1y e  

c)  2x 1 y 2xy 2y 0      biết 1y x  

d)  24x y y 0, x 0     biết 1y x  

26. Giải các phương trình sau: 
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a) y 4y 3y 0     

b) y 2y y 0     

c) y 4y 0    

27. Giải các phương trình sau: 

a) 4xy 2y 3y e     

b) 2 4xy 9y 20y x e     

c) y 2y y x 1      

d) xy 2y y 6xe     

e) 2y 2y 2y 2x     

f)   xy 2y y 2x 3 e      

g) x 2y y 2e x     

28. Giải các phương trình sau: 

a) y 5y sin5x    

b) y y sin x    

c) 2y y xcos x    

d) 2xy 3y e sin 2x    . 

e) y 4y sin 2x 1     

f) 3y y sin x   . 
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